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Chapitre 1 


Les nombres réels et complexes 


1.1 Nombres rationnels 
On désigne par N l'ensemble des entiers naturels 
ecd. 1 Ар ХИ я 


Comme chaque entier naturel n admet un successeur n 4- 1, on se convainc sans peine que № est 
un ensemble infini. On note № l'ensemble N^ {0}, c'est-à-dire l'ensemble des entiers naturels поп 
nuls. 

Étant donné deux entiers naturels x et y on sait définir les nombres 


z 
z+y,z—y,xz:-y et —, siy #0. 
y 


On remarque que l'addition et la multiplication sont des opérations qui ont leur résultat dans N. 
Par contre le résultat d'une soustraction ou d'une division n'est pas toujours un entier naturel. 
On crée ainsi de nouveaux nombres 


ES „рез дүү. cr 
l'ensemble des entiers relatifs — on notera Z* = Z {0} — et 


Q= {7 | ає2 et bez, 


a an 


l'ensemble des nombres rationnels dans lequel on identifie la fraction ? avec ?7 pour tout a € Z 
et b,n € Z*. 
On a bien entendu les inclusions suivantes 


NCZCQ 


et les quatre opérations élémentaires +, —,- et / peuvent s'étendre à l'ensemble © des nombres 
rationnels. 


Les Grecs classiques ont cru longtemps que toutes les quantités s'exprimaient par des nombres 
rationnels. Ils se sont aperçu que ce n'est pas toujours le cas. En effet on peut construire des 
nombres qui ne sont pas rationnels. Considérons par exemple un triangle ABC rectangle en A 
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A С В 


Si on note а la longueur du segment BC, b celle de СА et c celle de AB, alors le théoréme de 
Pythagore dit qu'on a la relation 
а? = e 


Ainsi on obtient que la longueur de la diagonale d'un carré de côté b = с = 1 est égale à а = у. 


Proposition 1.1.1 Le nombre V2 n'est pas un nombre rationnel. 


Démonstration. Nous allons faire une démonstration par l'absurde. ! 


Supposons que v est rationnel. Il existe alors deux entiers positifs a, b tels que у? = a/b. Si 
а et b sont pairs, on peut simplifier la fraction a/b par 2. En simplifiant par 2 autant que possible, 
on arrive au cas où au moins un des deux entiers a ou b est impair. 

En élevant au carré l'égalité V2 = a/b et en chassant le dénominateur, on arrive à 


20? = a?. 


Donc a? est pair. Si a est impair, on peut écrire a = 2a' + 1, alors a? = 4а? + Да! + 1 qui est 
impair. On en déduit donc que a est pair, donc on peut écrire a = 2a/, ce qui donne 20? = 4а? et 
en simplifiant par 2, on obtient 

i = 24°. 


C'est la méme équation que ci-dessus avec а’ à la place de b et b à la place de а. Le méme 
raisonnement montre alors que b est aussi pair. On a donc une contradiction et у ne peut pas 
être rationnel. q 


Voici d’autres exemples de nombres irrationnels. 


1. Le nombre 7 = 3,1415... défini comme la circonférence d'un cercle de diamètre 1. 


2. Le nombre d'Euler e = 2,718..., la base de l'exponentielle, défini comme somme infinie ? 
e=14 1 | 1 | 1 Laag ol 1 E 
"IU QST 5 Tun 


3. Les racines carrés „y/n si n est un entier qui n'est pas un carré, c'est-à-dire qui n'est pas de 
la forme n — k? avec k € N. 


Proposition 1.1.2 Le nombre d'Euler e n'est pas un nombre rationnel. 


Lvoir section 2.3.3 
2Par définition n! =1:2:3...n 


1.2. NOMBRES RÉELS 7 


Démonstration. Comme pour V2 nous allons faire une démonstration par l'absurde. Supposons 
donc que e est rationnel. Il existe alors deux entiers a,b € N* tels que 


Multiplions par b!. Alors on obtient l'égalité 


= 1 | 1 | 1 | | 1 | 
b+1 


"ENEE "EE (82115421. (EE) — 


Il est clair que tous les termes de la somme à gauche sont des nombres entiers, donc la somme, 
qu'on notera s, est aussi un entier. En utilisant la minoration 


(b4- 1)(ba- 2)--- (boc n) > (b-- 1)" 


on obtient un l'encadrement suivant de s 


0<8< : | : | : zess | [o 
5-1 (6-1) (bc 1) [bie do 
Cette dernière somme infinie vaut PG . гээ = 1 d’après la formule donnant la somme d'une série 


ын 
géométrique (voir (1.1)). Ainsi on obtient l'encadrement 


1 
О<8< = < 1, 
b 
ce qui contredit s entier. 8 


La preuve de l'irrationalité de 7 et dépasse largement le cadre de ce cours. Nous renvoyons par 
exemple au livre ^Autour du nombre л” de Pierre Eymard et Jean-Pierre Lafon. 


Par contre l'irrationalité de y/n se montre de la méme façon que celle de \/2 (exercice). 


1.2 Nombres réels 


La proposition 1.1.1 dit que V2 n'est pas rationnel, c'est-à-dire ne peut pas s'écrire comme 
quotient de deux entiers. Cependant nous savons que le nombre 4/2 peut s'écrire sous forme d'un 
développement décimal infini 

V2 = 1,41421356 


Dans ce cours nous prenons cette représentation décimale comme définition d’un nombre réel. 


Définition 1.2.1 (nombre réel) Un nombre réel est une collection de chiffres {co,...,Cm} et 
(di, d2,...} compris entre 0 et 9. Les chiffres c; sont en nombre fini et les chiffres d; peuvent être 
en nombre infini. On fait correspondre à cette collection le nombre donné par le développement 
décimal 

£ = CmCm—1 cor CU Us sitio ets 


Exemples. 
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1. Les décimales du nombre 7 sont 


Co = 3, d =1, də = 4, йз = 1,.... 


2. S'il n'y a qu'un nombre fini de décimales d; non nulles, alors le réel x est un rationnel et 


ж = Ge lÜ + 6c, 410"-1 E... kel + co + d410 3 +--+ d, 1077 


(x est rationnel, car c'est une somme de rationnels). 


3. Un nombre rationnel admet un développement décimal, donc est réel. On a 


1 
m 0, 3333... (que des 3) 


Théorème 1.2.1 Un nombre réel est rationnel si et seulement si son développement décimal est 
périodique à partir d'un certain rang. 


Nous 


admettons ce résultat. On peut se convaincre que c'est vrai en effectuant une division de 


deux entiers (3/7 par exemple) et en constatant qu'il n'y a qu'un nombre fini de possibilités pour 
les restes, donc cà boucle. 


Remarques. 


1. 


Cette définition nous suffira pour ce cours mais elle n'est pas {тёз satisfaisante. D'abord un 
nombre réel peut avoir deux développements décimaux distincts. Par exemple 1 = 0,9999... 
(toujours des 9). On peut pour s'en convaincre écrire 


9 1 1 
0.9999... = 14 Wee um 
mm т ( ) 


On voit qu'on a affaire à un progression géométrique et on peut utiliser la formule donnant 
la somme d'une série géométrique 


cogna e (1.1) 


vraie pour tout réel а tel que |a| < 1 (ici on prend а = у.) 

Cette définition fait référence au nombre 10. On peut prendre une autre base de numération, 
ce qui donnerait une définition équivalente d'un nombre réel. 

Les opérations addition, multiplication,... ne sont pas si faciles que l'on pourrait le penser 
à cause du probléme des retenues. 

Il existe des constructions plus intrinsèques de l'ensemble des réels. Ces constructions dépassent 
le cadre de ce cours. 

Il est impossible de définir rigoureusement le nombre m par son développement décimal. П 
faudrait un temps et un espace infini pour calculer TOUTES les décimales de т! Donner une 
valeur approchée (utilisée dans le calcul numérique) d'un nombre réel, aussi bonne qu'elle 
soit, n'est pas une définition au sens mathématique. 


L'ensemble des réels sera noté IR et l'on a les inclusions 


NCZCQCR. 


On notera trés souvent IR* l'ensemble des réels non nuls. 


L'ensemble des réels IR admet une relation d'ordre notée «. C'est la relation habituelle sur les 


réels. 
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Définition 1.2.2 (majorant, minorant, partie bornée) 
Soit А une partie de К. 


1. Le réel M est un majorant de А si pour tout a € А on a a € M. On dit que A est majorée 
si А a un majorant. 


2. Le réel m est un minorant de А si pour tout a € А, on a m < a. On dit que À est minorée 
si À a un minorant. 


3. Si la partie À est majorée et minorée, on dit que A est bornée. 


Définition 1.2.3 (intervalle, segment) 
Soient a,b deux réels tels que a < b. 


1. On note [a,b] l’ensemble des réels x tels que a < x < b. C'est un intervalle fermé. On dit 
aussi que [a,b] est un segment. 


2. On note |а, b| l'ensemble des réels x tels que a < x < b. C'est un intervalle ouvert. 


On définit de méme les intervalles mixtes ou semi-ouverts |a, b| et |a, b]. On introduit aussi le 
symbole oo (appelé l'infini) et on note |a, -оо[ l'ensemble des x réels tels que a < x et ]—oo, a] 
l'ensemble des réels x tels que x < a. 


Exemples. 
— 1,23, т sont des majorants du segment А = (0, 1]. 1 est un majorant de A = [0, Ц. 
- L'intervalle [a, +оо[ n'a pas de majorant. 


Théorème 1.2.2 (Propriété d'Archiméde) Soient x et y deux réels > 0, alors il existe un 
entier n tel que ny > x. 


Nous ne démontrons pas cette propriété. Elle dit qu'en faisant assez de pas de longueur y on 
dépasse x. D'ailleurs avec notre définition des réels la propriété d'Archiméde est évidente, ce qui 
est loin d’être le cas quand on définit un nombre réel de manière intrinsèque. 


Définition 1.2.4 (borne supérieure, borne inférieure) Soit A une partie non vide de R (ou 
plus généralement d'un ensemble E muni d'un ordre total <). On appelle borne supérieure de A 
le minimum de l'ensemble des majorants de А et borne inférieure de А le maximum de l'ensemble 
des minorants de A. 


Avant d'énoncer le théorème d'existence de la borne supérieure dans IR, montrons que la borne 
supérieure n'existe pas toujours. On se place dans Q muni de l'ordre naturel. 


Proposition 1.2.1 Considérons la partie A = (x € Q | x? < 2}. Alors A wa pas de borne 
supérieure dans Q. 


Démonstration. Soit M un majorant de A dans Q. Il y en a : 2, B en sont. Posons 
M? +2 
M = —. 
2M 


Nous allons vérifier que M' est un autre majorant (dans Q) et que М < M, ce qui prouve qu’il 
n’y a pas de plus petit majorant. 
Montrons que M' est un majorant : il suffit de voir que M’? > 2. On calcule 


(м2+2)2 , M*-4M*«4  (M*—2) 


M? - 2 == 
4М2 AM? AM? 
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qui est bien strictement positif. En effet M? —2 Æ 0, car sinon 42 serait rationnel (voir proposition 
1.1.1). 
Vérifions que M’ < M. On calcule 
M?’ +2 М?—2 
2M 2м 


qui est bien strictement positif puisque M est un majorant rationnel de A. 


M-M'2M- 


On peut aussi tracer le graphe de la fonction qui donne M' en fonction de M 
N 
^ 2x 
C'est une hyperbole de centre l'origine, d'asymptote x = 0 et y = x/2 qui coupe la première 


bissectrice au point (V2, V2) où on а une tangente horizontale. On voit alors immédiatement sur 
le dessin que V2 < M' < M si on a pris M > V2. в 


2 M' M 


Remarque. 

Le choix de la fonction f qui définit M' = f(M) n'est pas essentiel. Ici on a choisi f(x) = a 
mais n'importe quelle fonction rationnelle (—quotient de deux polynómes) satisfaisant aux trois 
conditions (1) f(V2) = V2, (2) Г(У2) = 0, (3) f croissante et f(x) < т sur l'intervalle [V2, --oo| 
aurait pu servir dans la preuve précédente. Ceci sera expliqué en détail un peu plus tard (section 
4.6). 


Théorème 1.2.3 Soit А une partie non vide de К. 


1. Si A est majorée, alors А admet une borne supérieure, notée sup A. 


2. Si A est minorée, alors А admet une borne inférieure, notée inf A. 


Nous admettons ce théorème. 


Exemples. 
- On a sup[0, 1] = 1 et sup [0, 1| = 1. 
- On a sup{x € Q | z? < 2} = V2 mais comme partie de © on vient de voir que cette partie 
n'a pas de borne supérieure. 
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1.3 Densité des rationnels et irrationnels 


Définition 1.3.1 (densité) Soit A une partie de R. On dit que A est dense dans R si À rencontre 
tout intervalle ouvert Jo, Hl avec a < b. 


Théorème 1.3.1 L'ensemble Q est dense dans К. 


Démonstration. Soit a,b deux réels tels que a < b. Il s'agit d'exhiber un rationnel p/q tel que 
a « p/q « b. 

En appliquant la propriété d'Archiméde (théoréme 1.2.2), on voit qu'il existe un entier q tel 
que 


ы 
(on prend y = 1 et x = 1/(b — a)). On obtient 
qa + 1 < фр. (1) 
Soit p le plus petit entier relatif tel que p » qa. On a alors 


p—1<qa<p, (2) 


donc p € qa + 1 et qa < p € qa +1 < qb. En divisant par qon a le résultat désiré. 8 


Théorème 1.3.2 L'ensemble des nombres irrationnels noté R \ Q est dense dans R. 


Démonstration. Soit i un nombre irrationnel, par exemple у. 

Soient a et b deux réels tels que a < b. On applique le théorème précédent à Ja — à,b — i| : il 
existe un rationnel r tel que a — i < r < b — i. Alors a < 1 +т < b. Le nombre x = à +r est 
irrationnel, sinon 7 = x — r serait rationnel contrairement à l’hypothèse. Le théorème est donc 
démontré. в 


Remarque. 

Il y а beaucoup plus de nombres réels que de nombres rationnels. On peut montrer que les 
ensembles Z et Q peuvent être mis en bijection avec N, c'est-à-dire que l'on peut numéroter avec 
les entiers naturels les éléments de Z et Q. On dit que Z et Q sont dénombrables. Par contre К 
n'est pas dénombrable (théorème de Cantor) et pourtant © est dense dans R. 


1.4 Nombres complexes 


Certains polynómes à coefficients réels, par exemple P(x) = 22 +1, n'ont pas de racines réelles. 
Le polynôme P(x) = ах? + bx + c avec a zz 0 a deux racines 


-b+ VA 
2a 


si le discriminant A = b? —4ac est > 0. Si A < 0, il y a un probléme. Grâce aux nombres complexes 
on peut donner un sens mathématique aux racines carrées de nombres négatifs. 


Définition 1.4.1 (nombre complexe) Un nombre complexe est un couple de nombres réels 


(a, b). 
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On définit l'addition et la multiplication des nombres complexes par les formules 


(a, b) + (c,d) = (a +c, 6 + d) 


(a, b) - (c, d) = (ac — bd, ad + bc) 


On note i le nombre complexe (0, 1). La formule du produit donne ?? = (0, 1) - (0, 1) = (—1,0). 
En identifiant le réel а avec le nombre complexe (a, 0), l'égalité précédente s'écrit 


i? = —1. 


Ainsi 7 apparait comme une racine carré de —1. C'est pourquoi on écrit très souvent i = —1. 
On peut alors noter de manière plus agréable (a,b) = a + ib et on vérifie que la formule qui donne 
le produit vient du développement de 


(а + ib)(c + id) = ac + i(bc + ad) + i?bd = ac — bd + i(ad + bc). 


Si z = a + ib, avec a et b réels, a est appelé la partie réelle de z et b sa partie imaginaire. 


Si z est un nombre complexe non nul, c'est-à-dire si a ou b est non nul, alors z a un inverse 
multiplicatif : il existe 27 tel que zz/ = 1. 


On vérifie aussi que 2-2' = z’ - z pour tout nombre complexe 2 et z’. 


Définition 1.4.2 (conjugué, module, argument) Soit z = a +ib un nombre complere avec 
a,b réels. 


1. Le conjugué de z est le nombre complexe Z = a — ib. 


2. Le module de z est le nombre réel positif Va? + 02 = үу 2. On note |z| le module de z. 


3. L'argument de z est le nombre réel 0 € [0, 27| tel que 
z = |z|(cos0 + i sin Ө). 


On établit sans peine les formules suivantes 


L'ensemble des nombres complexes sera noté C. 


Interprétation géométrique : plan complexe 


On associe à z — a 4- ib avec a,b réels le point du plan de coordonnées (a, b). 


1.5. EXERCICES 


b = psinO 2=а+ 1р 


а = рсоѕ д 


Définition 1.4.3 (exponentielle) L'erponentielle complexe est définie par 


Il faut évidemment donner un sens à cette somme infinie. On a alors 


Théorème 1.4.1 (Formule de Moivre) Pour tout 0 ER, on a 
e = cos + isin 0. 


Théorème 1.4.2 Pour tout z,z' € C on a la formule 


13 


Cette formule jointe à la formule de Moivre permet de retrouver beaucoup de formules de trigo- 


nométrie. 


1.5 Exercices 


Exercice 1.1. Trouver des entiers naturels a,b tels que 7 


= 5, 1736363636... — à partir de la 
troisiéme décimale le développement décimal est composé d'une suite infinie de nombres 36. 


Exercice 1.2. Pour chacune des parties suivantes de R dire si elle est majorée, minorée, bornée. 


Si oui, donner sa borne supérieure et/ou inférieure : 


1 (ze R 0<хт=< v3} 

2. (ze R 1/2 € sing < 3/2) 

3. {ЄК r’ > 3} 

4. (x ЄК exp(x) « 1/2} 

5 (z eR il existe p € № tel que x = V2/p] 
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Exercice 1.3. Pour tout nombre réel z Z —1/3, on pose 


| 2x l1 


g(x) = Sc 


1. Tracer le graphe de la fonction x + g(x). 


2. On pose g(N) = (9(0), 9(1), g(2),...} Quel est le plus petit majorant de g(N) ? de l'ensemble 
g(Z)? 
3. Trouver le plus grand minorant de l'ensemble g(N). 


4. L'ensemble g(Z) est-il borné ? 


Exercice 1.4. Mettre les nombres complexes suivants sous la forme a + ib, avec a, b réels : 


1 3 + 21 1 


5-32  3-—2ií (4+3)(3— 24): 


Exercice 1.5. Calculer sous la forme а + ib, avec a,b réels, les racines carrées des nombres 
complexes suivants 


bag 
Ёле. diues =. 
— 1 


Exercice 1.6. Calculer les racines quatrièmes de i. En déduire cos(?) et sin(£). 


Chapitre 2 


Logique et langage des ensembles 


Le but de ce chapitre est de présenter les quantificateurs V et 3 qui apparaîtront dans ce cours 
(limite d'une suite, continuité d'une fonction) et de rappeler les définitions élémentaires de la 
théorie des ensembles. 


2.1 Propositions et opérateurs logiques 


Définition 2.1.1 Une relation (ou proposition) est une phrase affirmative qui est vraie ou fausse 
(V ou F en abrégé). 


Une relation porte sur des objets mathématiques comme des nombres, des fonctions, des figures 
géométriques,etc. 


Voici quelques exemples de relations. On indique entre parenthéses la valeur de vérité (V — 
vrai et F= faux). 


Exemples. 
- 54-7 — 11. (F) 
— L'aire d'un triangle est égale à la moitié du produit de la base par la hauteur (V). 
— V2 est un nombre rationnel (F) (voir proposition 1.1.1) 


Soient R et S deux relations. On peut en former d'autres : 
— la conjonction, notée (R et S). 

— la disjonction, notée ( ou 5). (le ou n’est pas exclusif) 
— la négation, notée (поп R). 


Définition 2.1.2 
- L'implication (R = S) est la relation (non R) ou S. 
- L'équivalence (R <= S) est la relation (R = 5) et (S = R). 


Ainsi la valeur de vérité d'une relation comme par exemple Ё = 5 ou R & S sera fonction 
des valeurs de vérité de R et 5. La situation est décrite dans la table suivante. 


R|S RetS Rous | по Е | (А= 5) (Ё© S) 
VIV V V Е V V 
V| F F V F F F 
pM F V V V F 
FIF F F V V V 
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Proposition 2.1.1 On a les équivalences suivantes : 
1. non(non R) <= R 

non (R ou S) © (non R et (non S) 

non(R et S) <= (non R) ou (non S) 

. Ret(S ou T) = (В et S) ou (R et T) 

. (P= Q) & (non Q = non P) 


ор + & à 


Démonstration. Il suffit d'écrire la table des vérités pour chacune des relations. Traitons le 
dernier cas. La relation (P — Q) est par définition la relation ((non P) ou Q) qui équivaut à (Q 
ou (non P)) qui par définition est la relation (non Q = non P). 4 


Très souvent une relation fait intervenir des paramètres ou variables et la valeur V ou F de la 
relation peut dépendre de ces paramètres. Soit par exemple R(x) la relation “x? — 2 > 0" où x 
est un paramètre réel. Alors R(x) est vraie pour x € | оо, — V2] ou x € [V2,+o0[ et R(x) est 
fausse pour x € 1-2, val. 

П peut arriver que R fasse intervenir plusieurs variables (2, y, z, a1, a2, . . . ). 


2.2 Quantificateurs 


Nous avons vu plusieurs procédés logiques pour former de nouvelles relations. Dans la pratique, 
on a besoin d'un autre procédé qui exprime l’assertion qu'étant données une relation R et une 
variable т qui intervient dans À il existe au moins un objet mathématique А pour lequel la relation 
obtenue en remplaçant x par À est vraie, autrement dit A vérifie R. On introduit pour cela le 
quantificateur existentiel, noté par le symbole 


La relation (Эх) R(x) se lit “il existe x qui vérifie R”. 


Exemples. 


(3x)(x ER) et (x*41-0)) (F) 
4:)(єЄєС) et (x*+1—0)) (V) 


TRS 


À partir du symbole 4 on introduit le quantificateur universel noté 
V. 


Si R est une relation et x une variable, on note (Ух) R(x) la relation 


non((dr)(non R(x))) 


La relation (Ул) R(x) se lit “pour tout x on a R(x)”. Ainsi la négation de (Vr) (2) est (3x) (non 
R(x)), c'est-à-dire on a l'équivalence 


non((Vx)R(x)) = (3x)(non R(x)). 
De méme on a l'équivalence 


non((dx)R(x)) = (Vz)(nonR(x)). 


2.3. TECHNIQUES DE DÉMONSTRATION 17 


Exemple. 
La négation de “tous les hommes sont mortels” est “il existe un homme immortel”. 


Il convient de prendre garde à l'ordre des quantificateurs : en général on ne peut pas les 
échanger. 


Exemples. 
- Vx, x € R, 3Jy,y ЄК, 2 < y qui est vraie : étant donné un réel x on peut toujours trouver un 
autre réel y qui est plus grand. 
-dyycR,Vr,r € R,z < y qui est fausse : l'élément y serait plus grand que tous les réels. 


Il faut savoir qu'en mathématiques il y a beaucoup d'abus de langage. Sans eux, on ne pourrait 
rien faire, mais le débutant risque d’être perdu. Ainsi on écrit presque toujours Vx € R, dy € R, x < 
y au lieu de 


Vxr(rce R = (Jyly ER et r«y)) 


On se ramène systématiquement à une écriture plus correcte en remplaçant Vx € E... par 
Vx(r€ E =...) еб x Є Е... pardx(rce E et ...) 


2.3 Techniques de démonstration 


2.3.1 Récurrence 

Cette technique repose sur le fait que toute partie non vide de N a un plus petit élément. Soit 
R(n) une propriété dépendant d'un entier n. On suppose que 

1. la relation R(0) est vraie, 

2. la relation R(n) = R(n + 1) est vraie. 


On en déduit alors que 
R(n) est vraie pour tout n. 


En effet si A, l'ensemble des entiers n pour lesquels pour lesquels R(n) est fausse, n'est pas 
vide, il a un plus petit élément qu'on note p. Mais alors p — 1 n'est pas dans A donc R(p — 1) est 
vraie et par suite (p — 1 + 1) = R(p) est vraie (à cause de l'hypothèse (2)). 


Exemple. 

Soit R(n) la relation “2” + 1 est divisible par 3". Il s'agit de montrer que R(n) est vraie pour 
tout entier n impair. Pour n = 1, on a 21 +1 = 3. Supposons R(n) vraie avec n impair, c'est-à-dire 
que l'on peut écrire 2" + 1 = ЗЕ avec k € N. Alors 2" = 3k — 1. L'entier impair suivant est n + 2. 
On a 2"12 = 4.2” = A(3k — 1) = 12k — 4 = 3(4k — 1) — 1, d’où 2**? +1 = 3(Ak — 1). C'est R(n +2). 
La propriété est donc démontrée. 

Le lecteur précautionneux expliquera pourquoi dans cet exemple on considère R(1) et R(n 4-2) 
au lieu de R(0) et R(n 4- 1). 


2.3.2  Contraposée 


C'est l'équivalence déjà vue : 


(P = О) © (non Q = non Р) 
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Exemple. 

Un entier est premier s'il n'est divisible que par 1 et lui-même. On veut montrer que si 2" +1 
est premier alors n est pair. Ici non Q est “n est impair", on vient de voir qu'alors 2" + 1 est 
divisible par 3, donc n'est pas premier, c'est non Р, c'est-à-dire P = Q où P est la relation “2” +1 
est premier" et Q est la relation “n est pair". 


2.3.3 Démonstration par l'absurde 


On veut montrer que R est vraie. Pour cela on suppose que R est fausse. D'autre part supposons 
que l’on déduit à partir de cette hypothèse, c'est-à-dire (non) vraie, une propriété S et que l'on 
sait que 5 est fausse. En termes formels cela veut dire que 


(поп) = S vraie еб S fausse. 


Ainsi la seule ligne de la table des vérités 


RSIRSS топ: А |: по. 
VIV V F V 
VIF F F V 
FIV V V V 
FF V V F 


ayant ces valeurs de vérités (c'est-à-dire 5 fausse et (поп?) = S vraie) est la deuxième. Donc 
R est vraie. 


En d'autres termes si on arrive à déduire un résultat faux S à partir de la négation de R, alors 
R est vraie. 


Exemple. 

On a montré par cette méthode dans le premier chapitre que 42 n'est pas rationnel (proposition 
1.1.1). Dans cet exemple on avait considéré les deux relations 

— R: ү est irrationnel. 

— 5: у = 7, avec a,b € N et a ou b impair. 
et montré que (поп = S) est vraie et 5 est fausse. 


2.4 Langage des ensembles 
Un ensemble E est une collection d'objets (au sens naif) appelés éléments. 


Exemples. 
— N,Z,Q,R,C sont des ensembles. 
- Les fonctions continues de l'intervalle (0, 1] à valeurs réelles forment un ensemble. 
— Les parties d'un ensemble E forme un autre ensemble P(E), dont les éléments peuvent étre 
vus aussi comme des ensembles d'éléments de E. 


Si т est un élément de E, on note x € E, qu'on lit x appartient à E. La négation est x ¢ E. 


Définition 2.4.1 (inclusion) Soient E et F deux ensembles. On dit que E est contenu dans F, 
ou que F contient E, si tout élément de E appartient à F. On note ЕСЕ. 
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2.5 Exercices 


Exercice 2.1. Pour tout entier n > 1, on considère la somme de n termes 


"TRE P 1 
Fe Had DS 34 n:(n4- 1) 
1. Calculer Si, So. S3, S4. 
2. Proposer une formule en n pour Sn. 
3. Démontrer cette formule par récurrence. 
Exercice 2.2. Démontrer par récurrence que : 
1. pour tout n € N*, 1+2+3+4+... 4 n = 0; 
2. pour tout n € №, 12 +22 +3? +42 +... + п? = 00%). 


Exercice 2.3. Soient E l'ensemble des réels x qui s'écrivent sous la forme x = p + q2 avec р et 
q des entiers relatifs et u = v2 — 1. 


1. Est-ce que Z C E? 
2. Montrer que pour tout entier n € Z et pour tout v € E on a nv € E. 
3. Montrer par récurrence que l'on a u” € E pour tout n € N. 


4. Déterminer l'intersection E N Q. (on se souviendra que V2 n'est pas rationnel) 


Exercice 2.4. Pour quelles valeurs du nombre réel x la proposition 
(227-- 5x — 12 « Q0 ou ^ «E 3x 4-2 50) 
est-elle vraie ? 


Exercice 2.5. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses? Justifiez votre réponse en 
faisant une démonstration. 


1 Vr € R, (x = |z| ou z= -[z|). 
2. (Vx € R, x = |z|) ou (Vr € R, x = –|]). 
3. Yx € Z, Iy EZ, y—-x+x < 0. 

4. dye Z, Yx eZ, yz ax? < 0. 
5 


. ЧУ eZ, Vr eZ, у-т+а? > 0). 
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Chapitre 3 


Suites réelles et complexes 


3.1 Limite d'une suite réelle 


Définition 3.1.1 Un suite réelle est une famille à valeurs dans IR indexée par les entiers naturels. 
On note (и„)һех ои tout simplement (un). 


Parfois on prend comme ensemble d'indices les entiers naturels non nuls N*. 


Exemples. 
І. Un = sinn, Un = 1 pour n > 1, un = е". 
2. Suites récurrentes. 


(a) La suite de Fibonacci est définie par ug = ш = 1 et 
Un+1 = Un + Usi. 


Elle est liée au nombre d'or Ф = нуз et apparait dans le best seller actuel "Da Vinci 
code". 


(b) Plus généralement on a les suites récurrentes linéaires d'ordre 2 définies par la formule 
Un+1 = aUn + be 


avec ug et и donnés. 


(c) Suites arithmétiques и, = Un + a avec a € R fixé. Une récurrence facile montre que 
pour tout n on a un = na + ug. 


(d) Suites géométriques u,,, = au, avec a € R fixé. On montre par récurrence que pour 
tout n on a ил = а”ио. 


З. Plus généralement иль = f(u,) où f est une fonction, par exemple f(x) = 2212 comme 


dans la preuve de la proposition 1.2.1 


4. Plus “bizarre”. 
(a) Un = n-ième décimale de т. 
(b) un = 0 si n premier et un = 1 sinon. 
Définition 3.1.2 Soit (un) une suite réel. On dit que (un) est 
- majorée s’il existe un réel K tel que pour tout entier n EN on a un € К. 


- minorée s’il existe un réel k tel que pour tout n on a k < un. 
- bornée si elle est majorée et minorée. 
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- croissante st pour tout n ON à чыъ > Un- 

- strictement croissante s? pour tout n on а уа > Un- 

- monotone si elle est croissante ou décroissante. 

= périodique s’il existe un entier p € № tel que pour tout n on a иур = us. L'entier p est la 
période de la suite. 


On définit de méme une suite décroissante, strictement décroissante. 


Il arrive qu'une propriété ne soit pas vraie pour tous les premiers termes d'une suite mais 
seulement à partir d'un certain rang. Par exemple, (un) est croissante à partir d'un certain rang 
s’il existe un entier № tel que pour tout n > N on аим > Un. 


Exemples. 

1. un = sinn est majorée. 

2. ug = 1 pour n > 1 est strictement décroissante et bornée. 
З. Un = е" est croissante, minorée mais pas majorée. 
4 


. On suppose que ио > О et a > 0, la suite géométrique un = a”uo est croissante non majorée 
si a > 1, décroissante et bornée si a < 1, constante si a = 1. 


5. La suite un = sin(22*) est périodique de période 17. 


Proposition 3.1.1 La suite (un) est bornée si et seulement si la suite (|ид|) est majorée. 


Démonstration. Supposons la suite (u,) bornée, elle est donc majorée. Par définition il existe 
K > 0 tel que pour tout n on a u, < K. Elle est aussi minorée, donc il existe L < 0 tel que pour 
tout n on a L < un. Soit M = max(K, —L). Alors pour tout n, on a -M < L < un, < K < M, 
ce qui est équivalent à |u,| < M. 

Réciproquement supposons que la suite (|u,|) est majorée. On a un réel M tel que pour tout 
n on a |u,| € M qui est équivalent à — М < и, < M. Alors M est un majorant et —M est un 
minorant de la suite (un). 8 


Définition 3.1.3 (limite d'une suite) On dit qu'une suite (un) admet le réel L pour limite ou 
que (и„) converge vers Ё si 


Ve>0 3N EN tel que Vn 2 N on a |u, — {| < e. 


On dit qu'une suite (un) tend vers +оо si 


VK €R 2NEN tel que Yn € N on a u, > К. 


On dit qu'une suite (un) diverge si elle ne converge pas, c'est-à-dire si elle n'admet pas de 
limite dans К. 


On note suivant les cas 


lim un = £ ou lim un = +оо. 
n— +00 n— +00 
Remarques. 
1. En particulier une suite qui tend vers +o diverge. 


2. On définit de méme lim Un = —oo. 
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Exemples. 


1. La suite constante и, = a pour a € R fixé converge vers a. Choisissons un € > 0. П faut 
trouver un entier № tel que si n > N alors [u, — a] < =. Comme [u, — a| = 0 cette inégalité 
est toujours vraie et il suffit de prendre N = 0. 


2. La suite définie par и, = n tend vers +оо. П faut montrer que pour tout K Є R il existe un 
entier № tel que pour tout n tel que n > N on a un > К. Il suffit de prendre pour N le plus 
petit entier > К. 


3.2 Propriétés de la limite 


Théorème 3.2.1 Si une suite (u,) de réels admet une limite £ € R alors cette limite est unique. 


Démonstration. Par l'absurde. Supposons qu'il y a deux limites (et OU avec £ < l. Prenons 
E= H > 0. Comme / est limite de la suite (u,) il existe un entier N tel que pour tout n > N 
on a |[u, — {| < =, de méme comme /' est limite on a un entier № tel que pour tout n > № on a 
lun — 0 | < £. Alors si n > тах(№, №) on peut écrire en utilisant l'inégalité triangulaire pour la 
valeur absolue : 

б-0-10-4 < |E | + lun- ll сє-є-0-4, 


ce qui est absurde. 8 
Proposition 3.2.1 Si une suite (ид) de réels converge, alors elle est bornée. 


Démonstration. Commençons par le cas particulier où lim, сс un = 0. Par définition on a 


Ve > ОЗМ € N tel que Vn > N |u, — 0| < e. 


En particulier pour є = 1, il existe N € N tel que pour tout n > N on a |u,| € 1. Soit 
K = шах(|ио|, |ui]; ...,[un_1l, 1}, on a alors |u,| € K pour tout n, donc (un) est bornée. 

Dans le cas général, on pose v, = un — 6 si £ est la limite de (un). Alors (vn) a pour limite 0, 
donc d’après le cas particulier la suite (vn) est bornée : il existe M et m tels que m < un < M 
pour tout n. Alors m +£ € u,, € M + £, ce qui prouve que la suite (un) est bornée. в 


Remarque. 
La réciproque est fausse. La suite définie par un = (—1)" est bornée et diverge (pour une 
preuve de la divergence voir la remarque suivant la proposition 3.2.9). 


Proposition 3.2.2 Si (ид) est une suite bornée et si (un) est une suite qui converge vers 0, alors 
la suite (u,v,) converge vers 0. 


Démonstration. Comme (u,) est bornée, la suite (|u,|) est majorée (proposition 3.1.1). Donc 
il existe un réel K tel que |u,| < K pour tout n € N. 

Fixons = > 0. Comme (vn) converge vers 0, il existe N € N tel que |u,| < є/К pour tout 
n > N. Alors [им = lulu] < К.Ф = е. 1 


Proposition 3.2.3 (suite *somme") Soient (un) et (vn) deux suites admettant comme limites 
respectives les réels 0 et l. Alors la suite “somme” (wn), définie par 


Wn = Un + Un) 


tend vers l+ L. 
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Démonstration. Fixons = > 0. On écrit la convergence de (u,) avec 5 : il existe un N tel que 
si n > N alors [un — {| < 5. De méme la convergence de (vn) donne un M tel que si n > M alors 
„-—ё|<$ 

On en déduit que pour n > K = max(M, N) on a [us — (| < 5 et |v, – | < 5 


En utilisant l'inégalité triangulaire, on obtient 


lus (0 £)| = [us + vw — (£4- £)| € lus — 4 + le, — £| «24576 


2 
Ceci prouve que (wn) tend vers 1 +1’. р 
Remarque. 
Si lim и„=-+оое{ lim = {Є R alors „lim (Un + Un) = +00. 
n— +оо n— +оо — +оо 
Par contre si lim и, = +оо et lim о, = —oo, on а une forme indéterminée qui nécessite 
n—-roo n— +оо 


une étude plus approfondie pour conclure. 


Proposition 3.2.4 (suite “produit”) Soient (u,) et (v,) deux suites réelles admettant les nombres 
réels L et l comme limites. Alors la suite “produit” (w,) définie par 


Wn = UnUn 
tend vers l- Ll. 


Démonstration. Montrons que la suite (бид) tend vers 20. En effet, la suite constante (est 
bornée et la suite (v, — Cl tend vers 0. D’après la proposition 3.2.2 la suite {(v, — Cl converge 
vers 0. Donc la suite ({v,) tend vers e. 

De méme, la suite (un) tend vers £, donc la suite (и, — £) tend vers 0. La suite (v,) est 
convergente donc bornée, donc la suite v,(u, — £) converge vers 0, à nouveau à cause de la 
proposition 3.2.2. En écrivant UnUn = (UnUn — bUn) + Wn = о. (и, — £) + lun, on voit que la suite 
(u,v,) tend vers 20... 


Proposition 3.2.5 (suite des inverses) Soit (u,) une suite de réels strictement positifs. Si (un) 


tend vers £ > 0, alors 
eg eg 
Fais Un L 
Démonstration. Comme (u,) a pour limite / qui est strictement positif, il existe un entier N 
tel que si n > N alors [u, — £| < £, On a donc и, > { — Ё = £, On en déduit que B < 2 pour 
n < N, donc (un) est majorée, donc bornée puisqu'elle est minorée par 0. 
Ainsi la suite (+ Un, — £)) est le produit d'une suite bornée par une suite qui tend vers 0, c'est 
donc une suite qui "tend vers 0 (proposition 3.2.2). 
1 1 


Comme z-(u, — £) 21— m on en déduit due la suite £ SC vers 1. Comme = = (GE), 


d'aprés la limite d'un victis on a que la suite (i =) tend vers 2. | 
Proposition 3.2.6 Soit (u,) une suite de réels strictement positifs. 
a) Si un tend vers +оо, alors 2 tend vers 0. 
b) Si un tend vers 0, alors тн tend vers +00. 
Démonstration. SE Fixons € Se 0. Comme limy_ Un = +00, il existe un entier N tel que si 
n > N alors un > =. Donc 0 < = < € ce qui prouve que + tend vers 0. 


b) Fixons K € R. Comme lini, о иһ = 0 et un > 0 pour tout n, on sait qu'il existe un entier 
N tel que si n > N alors 0 < и, < E Donc и, > K, се qui prouve que и, tend vers +оо. q 
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Remarque. 
La condition и, > 0 est essentielle. Par exemple, si un = E la suite (u,) tend vers 0 mais 
la suite (=) n'a pas de limite. 


Proposition 3.2.7 (passage à la limite des inégalités) 
Soient (un) et (un) deux suites de réels qui convergent respectivement vers £ et l. On suppose 
que 
[S 


à partir d'un certain rang. Alors £ < t. 


Démonstration. Par l'absurde. Supposons que £ > /'. Fixons un réel = > 0 vérifiant l'inégalité 
et 

SCH 
La convergence de (un) vers £ dit qu'il existe un entier N tel que si n > N alors 


€ < 


lun — l| < e. (1) 
La convergence de (vn) vers / dit qu'il existe un entier № tel que si n > № alors 
lv, — l| <e. (2) 
Enfin il existe M tel que si n > M alors 
Un < Us. (3) 
Donc pour n > max(N, №, M) les trois inégalités sont vraies. On en déduit que 
т< +е< 1-е < ш. 


LA . ^ . ^ ^ . ^ (эг! / . D D 
Remarquons que la deuxième inégalité est équivalente à = < SE . Ceci donne une contradiction 


avec (3). I 


Remarque. 

La proposition n’est plus vraie si on remplace les inégalités larges par des inégalités strictes. 
Prenons par exemple un = 0 et 2, = 1. Alors pour tout n > 1 on a Un Uu, mais les deux suites 
ont la méme limite 0. 


Proposition 3.2.8 (théoréme des gendarmes) 


a) Soient (un) et (vn) deux suites ayant la méme limite £ € R. Soit (£n) une suite telle qu'à partir 
d'un certain rang on ait les inégalités 


Un < Tn Das 


Alors la suite (xn) converge vers £. 


b) Soient (un) et (v4) deux suites telles que lim, сс Un = +00 et v, > Un à partir d'un certain 
rang. Alors (un) tend vers +oo. 


c) Soient (un) et (vn) deux suites telles que lim, ee Un = —oo et Un < Un à partir d'un certain 
rang. Alors (v4) tend vers —оо. 
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Démonstration. a) Fixons = > 0. La convergence de (u,) vers £ dit qu'il existe un N tel que si 
n > N alors |u, — {| < £, c'est-à-dire 


L—E< Un < # + е. 


La convergence de (vn) vers £ dit qu'il existe un N” tel que si n > N alors |u, — 4| < e, 
c'est-à-dire 
f—&«uv,«f-se. 


П existe aussi M tel que si n > M alors un € £n < vn. Donc si n > max(N, №, M) ona 
L— E< Un Ta < Un Le 


On déduit que |ж„ — {| < =, ce qui prouve que la suite (x,) tend vers f. 

b) Par définition шп, Un = +00 signifie que pour un réel K donné il existe un entier № 
tel que si n > N alors u, > K. D'autre part on sait qu'il existe un entier M tel que si n > M 
alors и, < vn. Donc si n > max(M, N) on a v, > Un > K, ce qui prouve que v, tend vers 4-oo. 

c) On fait de méme. в 


Définition 3.2.1 (sous-suite) Soit (u,) une suite. On dit que la suite (v,) est une sous-suite 
ou une suite extraite de (un) s'il existe une application strictement croissante р: N — N telle que 
pour tout n on à 

Un = Ug(n)- 


Exemples. 


1. Prenons la suite définie par un = (—1)". L'application ф : n + 2n donne la sous-suite 
Un = иоһ = (—1)?" = 1. Cette sous-suite est une suite constante. De méme y : n 2n + 1 
donne la sous-suite v, = Monn = (—1) = —1. Cette sous-suite est aussi une suite 
constante. 


2. Soit (u,) la suite définie par и, = sin( 22). Elle est périodique de période 17. L'application 
vint 17n donne la sous-suite v, = шт, = sin(2zn) = 0. L'application ф : n ҥ 17п +1 


donne v, = Ui7n+1 = sin(2) z 0. 


Proposition 3.2.9 Soit (un) une suite. Alors (u,) tend vers £ si et seulement si toute sous-suite 
de (un) tend vers £. 


Démonstration. = C'est évident puisque la sous-suite (vn) obtenue en prenant pour y l'identité 
de N est la suite (un) elle-même. 


=> Soit (v4) la sous-suite associée à l'application р: N — N. Montrons d'abord que pour tout 
n on a l'inégalité 
v(n) > n. 


On procède par récurrence. On a (0) > 0 puisque (0) € N. Supposons que y(n) > n. On a 
p(n +1) > y(n) puisque y est strictement croissante. Donc y(n + 1) > n, soit w(n+1)>n+1 
puisque y(n + 1) est un entier. 

Fixons = > 0. Comme la suite (un) tend vers £, il existe un entier № tel que si n > N alors 
lun — 4 < £. Comme y(n) > n, on a [шу — l| < € pour n > N, ce qui prouve que (v) tend vers 
l. 


Remarque. 
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On utilise cette proposition pour montrer qu'une suite diverge : si l'on trouve deux sous-suites 
de (иһ) qui tendent vers deux limites distinctes alors (un) diverge. 


Exemples. 
Si un = (—1)", on a trouvé deux sous-suites constantes égales à 1 et —1. Donc (ид) diverge. 
La suite définie par и, = sin(?7*) diverge car on a trouvé deux sous-suites (constantes) ayant 
pour limite 0 et ѕіп(27). 
Proposition 3.2.10 Une suite réelle qui est croissante et majorée converge vers l = sup(u, |n € 


N). 


Démonstration. La partie А de R formée des и, pour n € N est non vide et majorée. On a 
admis au chapitre 1 qu'une telle partie a une borne supérieure (théorème 1.2.3). Soit £ cette borne 
supérieure, c'est un majorant de A et c'est le plus petit des majorants de A. 

Puisque £ est un majorant on a и, < £ pour tout n. 

Soit = > 0. Comme £ est le plus petit majorant le nombre / — = n'est pas un majorant de А, 
donc il existe un élément uy de А tel que ( — = < uy. Comme (un) est croissante, on a Un > uw 
pour n > N. On a donc pour n > №: 


0-є« иу <и £É «£4 e. 
On a donc |u, — {| < = еб іт, ee Un = l. В 
De méme on à 


Proposition 3.2.11 Une suite de réels qui est décroissante et minorée converge vers l = ШЇ ит € 
NI. 


Proposition 3.2.12 Une suite (u,) de réels qui est croissante et non majorée tend vers +оо. 


Démonstration. L'assertion “(u,) est majorée” s'écrit 


IKER vnceN и < К 


en français : il existe un majorant K de la suite (un) 
La négation de cette assertion est 


VK cR nech u> K 


en français : quel que soit K le nombre K n'est pas un majorant de la suite (un). Changeons de 
notations en échangeant les rôles de n et N : 


VKcR JINEN uw» K 


Comme (un) est croissante on a alors и, > un > K pour tout n > N, c'est la définition de 
lim, роо Un = +00. Ш 


De méme on а 


Proposition 3.2.13 Une suite (un) de réels qui est décroissante et non minorée tend vers —oo. 
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3.3 Suites adjacentes 


Proposition 3.3.1 Soient (un) et (v,) deux suites telles que 
1. (иһ) est croissante, 
2. (Un) est décroissante, 
3. la suite (Un — Un) tend vers 0. 


Alors les deux suites (un) et (un) ont la méme limite. 


Dans ce cas on dit que les deux suites sont adjacentes. 
Démonstration. Pour tout n on a 
Un < Un+1 еб Un Z Un+1 


d’où 
—Un 2 —Un+1 €t Un È Un+1 
ce qui donne par addition 
Un — Un 2 Un+1 — Hait, 


La suite (v, — Un) est donc décroissante. Comme elle tend vers 0, on en déduit que v, — Un > 0 
pour tout n, c'est-à-dire v, > Un. 

On a alors и, € v, < vo puisque (vn) est décroissante. La suite (u,) est donc majorée et est 
croissante donc elle converge vers une limite /. 

De méme la suite (vn) est minorée par ио et est décroissante, donc elle converge vers une limite 
Le 

La suite (v, — Un) tend vers /' — £ qui est nul à cause de l'hypothése (3). Donc on a bien 
EX, 


Exemple.(suites arithmético-géométriques) 
Soient ug et vg deux réels avec vo > ug > 0. On définit les deux suites (ид) et (vn) par les 


formules 
Un+1 = А/ UnUn 
Un + Un 
вы — лын 
On vérifie que ces deux suites sont adjacentes. Pour établir la condition (3) on peut montrer que 
Un — Un 
2 


Un+1 up © 


Théoréme 3.3.1 (Bolzano-Weierstrass) Soit (иһ) une suite bornée, alors il existe une sous- 
suite de (un) convergente. 


Démonstration. Soit [a,b] avec а < b un intervalle qui contient les termes de la suite (u,). On 
procède par dichotomie, c'est-à-dire que l'on va couper l'intervalle [a, b] en deux en gardant une 
moitié qui contient une infinité de valeurs de (un). Si les deux moitiés conviennent, on dit qu'on 
garde celle de gauche. 

Posons ag = a et bọ = b. Soient (ал, bal la moitié de [a,b] que l'on garde, On a ao € а et 
bı < bg. On a aussi b4 — a; = шини 

On itère le procédé ce qui donne deux suites (aj) et (b4) telles que ак < аку et Du € bk. On 


a aussi 
bk — ak 


2 


bk+1 — Ük41 = 
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et l'intervalle (ад, bg] contient une infinité de termes de la suite (un). 

Les deux suites (az) et (bp) sont donc adjacentes. Donc elle convergent vers la méme limite £ 
(proposition 3.3.1). 

On construit alors une sous-suite (v,) de (un). On prend pour vo = uo. On choisit pour v, un 
des (иһ) qui est dans [a1, b1]. On suppose que l'on a choisi v; où vj = и). On choisit alors pour 
окут un des termes de (un) qui est dans ou, 0,1] de sorte que y(k + 1) > 2(К), cette condition 
n'enléve qu'un nombre fini de possibilités, comme il y en a une infinité par construction ce n'est 
pas gênant. 

On a alors ал € Vn € b, et par le théorème des gendarmes la suite (v,) tend aussi vers б. 


Deuxième démonstration (plus courte). On considère le sous-ensemble de N défini par 
A={nEN|Vk>n ик > un}. 


On distingue deux cas. 

Premier cas : A est un ensemble infini. Alors la suite extraite (u,),-1 est croissante et majorée, 
donc converge d’après la proposition 3.2.10. 

Deuzriéme cas : A est un ensemble fini. Alors il existe M € N tel que si n > M alors n ¢ A, ce 
qui est équivalent à Vn > M il existe un entier k > n tel que uj, < un. Ceci permet d'extraire une 
sous-suite strictement décroissante de (u,). Comme elle est minorée, elle converge (proposition 
3.2.11). m8 


Remarques. 


1. On a déjà vu des sous-suites convergentes dans le cas ой un = (—1)" ou un = sin( 22). 


2. Si on prend и, = sinn, il y a beaucoup de sous-suites convergentes : on peut montrer que 
pour tout £ € [—1,1] il existe une sous-suite de (иһ) qui converge vers £. C'est plus difficile 
que dans les deux exemples précédents. 


3.4 Comparaison de suites 


Définition 3.4.1 (équivalent, négligeable, dominé) 
Soient (un) et (vn) deux suites. On suppose qu'à partir d'un certain rang N on a v, Z 0. 
1. On dit que (un) est équivalent à (v) si la suite (7) tend vers 1. 
2. On dit que (un) est négligeable devant (vn) si la suite (28) tend vers 0. 


3. On dit que (un) est dominée par (vn) si la suite (77) est bornée. 


Définition 3.4.2 (Notation de Landau) 
1. Si (un) est équivalent à (un) on note Un © Un. 
2. Si (un) est négligeable devant (vn) on note un = o(v,) (petit o). 


3. Si (un) est dominée par (un) on note un = O(v,) (grand О). 


Proposition 3.4.1 Si la suite (un) est équivalente à la suite (vn), la suite (un) est équivalente à 


Démonstration. Prenons є = 1, А partir d'un certain rang on a 1 — = = 5 < Ян < 1+є= d 
On en déduit qu'à partir d'un certain rang и, Z 0. On sait qu'alors la suite (2) a pour limite 
Hi 


l'inverse de la limite de la suite (77) (proposition 3.2.5). Elle tend donc vers 1. в 
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Remarque. 
Les trois propriétés “négligeable, équivalente, dominée” sont des propriétés à l'infini des suites : 
la valeur de l'entier N n'a pas d'importance. 


Proposition 3.4.2 Soient (an) une suite non nulle à partir d'un certain rang et (un) et (vn) deux 
suites équivalentes. Alors 


1. la suite (anun) est équivalente à la suite (ayvh). 


2. si (un) et (Un) sont non nulles à partir d’un certain rang les suites (2) et (=) sont 
Un Un 


équivalentes. 
у : : К UnAn Un : 
Démonstration. 1. On sait que іт, соо 7^ = 1. Comme = —, on obtient 
Unan Un 
. UnAn 
lim =. 
т +оо UnAn 
2. Оп a les égalités 
| An VU . Un . 1 1 
lig Æ = lim — = lim — == — = 1, 
т +оо Un An п +оо Un n— +00 (22) lim, оо E 
n T 


ce qui prouve l'affirmation. 8 


Remarque. 
Les équivalents ne s'ajoutent pas! 


Exemple. 
Prenons a, = —n, Un = n et v, = n + 1. 
Les deux suites (u,) et (vn) sont équivalentes, car la suite 


Un n 1 
Un n +1 n +1 


tend vers 1. 
Mais an + un = 0 et an + Un 1, donc 


2 An T Un 
lim = 0. 
т +оо An T Un 


Proposition 3.4.3 Soit (u,) une suite et À € (0, 1|. Si à partir d'un certain rang N on a 
[иһ+1| < Аш Yn > N (+) 
alors (un) tend vers 0. 


Démonstration. En itérant k fois l'inégalité (ж) on obtient 
им < Aua Al € Aua < € Alan 
Donc par la proposition 3.2.7 
Ё pod: k 2 Я k са 
Дур, ун < р ОЧ = (ар, Ум =0 


Comme |unw:4| > 0, on en déduit que Jm, |uy, 4| = 0 , donc 
тр. оо UN+k = 0 et In; sss Un = 0. 3 
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Proposition 3.4.4 Soient (un) et (vn) deux suites strictement positives. Soit À € (0, Ц. On sup- 
pose qu'à partir d'un certain rang N on a 


Sub aeu. сур (x) 


Alors (un) est négligeable devant (vn). 


Un 


Démonstration. En multipliant (ж) par qui est > 0, on obtient 


Un+1 
Un+1 < xt 
Un+1 Un 
La suite (#2) vérifie les conditions de la proposition 3.4.3 donc (77) tend vers 0, ce qui veut 


dire que и, = o(v,). в 


Proposition 3.4.5 On considére les suites 
1. pour n > 2, soit un = (Inn)? avec B > 0, 
2. pour n > 1, soit v, = n° avec a > 0, 
3. pour n > 0, soit Wn = a" avec a > 1, 
4. pour n > 0, on pose zn = n! 
Alors Un = o(v4), Un = O(Wn) et Wn = o(z4). 


Démonstration. 1. Montrons d'abord que v, = o(w,). Pour cela montrons qu'il existe À € (0,1| 


tel que 
Un+1 < Ann 


Un Wn 


et utilisons la proposition 3.4.4. 
Un calcul simple montre que 


TL 1 * N 
Эн (iei) epo UH 1 
Un n Un 


Comme Dm, E = 1, il existe N tel que si > Nona 


Uni 1+а 
тайый эй“ « ———— 
Un 2 


car la suite (=+) est décroissante et 
т 


1+а 


1 < < а. 


Prenons А = Ha, Alors 0< A« 1 et purn> Nona 


i 1 1 m 
SHa g; aci ИЕ шы, etis ЫН, 
Un 2 2a Un 


On voit que les condition de la proposition 3.4.4 sont satisfaites et donc on conclut que v, = 
о(шһ). 


2. Montrons que и, = o(v,). Il suffit de prouver 


32 CHAPITRE 3. SUITES RÉELLES ET COMPLEXES 


(Inn)? (шт 47 шү? 
n? Е P. a nI | 


où l'on a posé y = 2/8. On verra au chapitre 4 (proposition 4.2.3) l'égalité suivante 


Or 


De plus on remarque que 
mn  1lhn(n?) 


n? y mn? 


Par conséquent il suffit de montrer 
... In(n?) 
lim Sch 
n—-Foo HI 


Pour cela posons un = In(n?). Alors la suite (u,) tend vers +оо, car 


lim n? = +оо et lim In z = +оо, 
т +оо 2-— +оо 
ce qui sera prouvé au chapitre 6. 
Dans la première partie de la démonstration, posons а = 1 et a = e, on obtient que la suite 
(4) tend vers 0. 
Fixons € > 0. Il existe un entier N tel que si n > N on a 


n 
c eL. 
en 
De plus la fonction f(x) = £ a pour dérivée f'(x) = 425 donc f'(x) < 0 si x > 1 et par 
conséquent f est décroissante sur l'intervalle |1,--oo|. La décroissance de f implique que pour 


Un > N 


Un N 
un <. eN «E 
Ainsi on a prouvé que 
In(n? 
lim — = lim We = 
n—-roo en n—-coo nI 
З. Montrons que ш, = OU Ze). 
On a 
Una Enix n +1)! 
Un Za n! 
Pour n assez grand on a 
Zn+1 
ЭН = n+1> 2а. 
Zn 


Donc il existe un entier N tel que si n 2 N on a 


Wn+1 1 Zn+1 п + 1 
а= < = : 
Un 2:22 2 


NI 
um 


C'est la condition de la proposition 3.4.3 avec А = 
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3.5 Suites complexes 


Définition 3.5.1 Une suite complexe est une famille (zn)nen de nombres complexes indexée par 
les entiers. 


On généralise la notion de limite vue dans le cas réel au cas complexe en remplaçant la valeur 
absolue (d’un nombre réel) par le module (d’un nombre complexe). 


Définition 3.5.2 On dit que la suite complexe (zn) converge vers { € C si pour tout € > 0 il 
existe un entier N tel que sin > N alors |zn — { < €. 


Soit (zn) une suite complexe, en posant 2, = £n + iy, avec £n et y, réels on définit deux suites 
réelles (£n) et (yn). 


Proposition 3.5.1 La suite complexe (z,) converge si et seulement si sa partie réelle (x,) et sa 
partie imaginaire (yn) convergent. 


Démonstration. Supposons que (zn) converge vers / € C. On écrit l = a + ib avec a et b réels. 
On a l'inégalité suivante 


[т — a| = у(х. — a)? < Van — a)? + (ya — B? = [zs — 4l, 


car (y, — b)? > 0. On en déduit que la suite (x,) tend vers a. On démontre de méme que la suite 
(Yn) tend vers b. 

Réciproquement, on suppose que la suite (x,) converge vers a € IR et que la suite (y,) converge 
vers b € К. On pose l = а + ib et on va montrer que la suite complexe (zn) converge vers £. 

En effet on а |z, — £| € |2, — a| + |y, — b|, car |u + iv| € [ul + |v| pour tous réels и, о. Cette 
inégalité est équivalente à Vu? + v? < |u| + |v|, qui au carré est u? + v? < u? +v? + 2|uv|, qui est 
évidemment vraie. 

Fixons € > 0. Puisque la suite (x,) tend vers a il existe un entier N tel que si n > N alors 
|En — a| < 5. De méme il existe № tel que si n > № alors |y, — b| < 2. Alors si n > max(N, №) 
on a |zn — 4 < |en- a| +|yn -b| <=. i 


Lemme 3.5.1 (Inégalité triangulaire) Pour tout z,z' € C on a les inégalités 
21 — 121 < Iz = z| < | +121. 


Démonstration. Posons z = x + iy et z/ = x’ + iy' avec х,у, z', у réels. L'inégalité |z — z'| < 
|z| + |z| s'écrit 


(z — q!)? 7 (y — у)? « үлд Ly? E» уа? +y’. 


En élevant au carré on est ramené à montrer que 


(ж — т”)? + (у— yy < 12 4 y? ‚л? у? | 24/ (£2 + у?)(«? + у?) 


оп 


(ar t yy) € v (22 +02) (s? + y?) 


En élevant encore au carré, on arrive à 
0 X (шу — 27)? 


qui est vrai. 

On déduit la première inégalité de la deuxième. Posons u = x — y. On a alors y = x — u et 
[ul < |z| + |z — u|, doù |у — |z| € [x — u|. De méme on a |z| — |u| € |u — z| = |x — u|, donc 
lu — el <lx — ul. 8 
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Proposition 3.5.2 Si la suite complexe (z,) converge vers L alors la suite réelle (|z,|) converge 
vers |4. 


Démonstration. Par l'inégalité triangulaire (lemme 3.5.1) on a ||z,| – || < |z, = 4|. E 


Exemple. 
Soit a un nombre complexe non nul. Etudions la suite (zn) définie par 


zs cg 

On distingue trois cas. 

1. |a| > 1 : la suite réelle (|a"|) = (|a|") tend vers --oo, donc d’après la proposition précédente 
(zn) diverge. 

2. |a| < 1 : la suite réelle (|071) = (|а|") tend vers 0 et (z,) tend aussi vers 0. 

3. |a| = 1 : supposons que (z,) converge vers /. On a la relation Zut = az,, donc à la limite 
L = al. On obtient donc que a = 1 ou bien £ = 0. Comme la suite (|a"|) est constante et 
égale à 1, on voit que |/| = 1. Le cas £ = 0 est donc exclu. Finalement si |a| = 1, la suite 
(z,) converge si et seulement si a — 1. 


3.6 Exercices 


Exercice 3.1. Calculer les limites des suites données par les termes généraux suivants : 


3 1 Ц 
7", сов(), ехр(-02)со8(88), с, 
—3 +sinn n n 

n — (—1)" 3" — 2" 
жол сы Va 3 + E n. 
ин 3% +2" E yn 


Exercice 3.2. Montrer qu'on a pour tout réel x > 0 les inégalités suivantes 


T? 


SERGE 


En déduire la limite de la suite dont le terme général est 
SCH 
1--1- 
n 


Exercice 3.3. On introduit les suites u, = cos( т) et Un = 1 pour n > 1. Déterminer les limites, 
quand elles existent, des suites suivantes 


(a) Un (b) Un (c) Un’ Un 
(фэн (OI (0 т 


Indications : Pour (e) donner un minorant de la suite |и, |. En déduire que la suite un diverge. 
TL 
Un 


Pour (f) donner un minorant de la suite 1 + un. En déduire que la suite 4 та- converge. 
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n n 


Exercice 3.4. Pour quels réels a non nuls la suite un = a-t-elle une limite finie ? 


Exercice 3.5. Soit a € R et soit (un)nen la suite géométrique définie par la relation Au) = aun. 
Pour quelles valeurs de a et de uo la suite (un)nen est-elle convergente ? Dans ces cas quelle est la 
limite ? 


Exercice 3.6. Soit a € К. Pour quelles valeurs de a la suite de terme général 


n 


Un =l +a+a +a +- +a 
(un est une somme de n + 1 termes) est-elle convergente ? Quelle est la limite ? 


Exercice 3.7. a) Trouver toutes les suites périodiques convergentes. 
b) Trouver toutes les suites périodiques qui tendent vers 4-oo. 


Exercice 3.8. (Suite de Fibonacci). On met dans un enclos un couple de lapins nouveau-nés et 
on suppose que la vie chez les lapins est régie par les lois suivantes : 


1. Les lapins vivent tous en couple fidèle et inséparable. 

2. Les lapins sont immortels. 

3. A partir du deuxiéme anniversaire de chaque couple, ce dernier donne naissance tous les ans 
à un couple de lapins. 


Soit u, le nombre de couples de lapins dans l'enclos aprés n années. Établir la relation 
Un+1 = Un + Usa. 


Montrer que le terme général de la suite u, peut s'écrire 


avec a et b des réels à déterminer. 


Exercice 3.9. Pour n > 1, on définit u,, comme la somme de n termes par la formule 


Ш 1 | 1 | 1 | | 1 
ENS 


Un 


пъ? n+n3 пж т 


Etudier la convergence de la suite (u,). 


Exercice 3.10. Pour tout entier n > 1, on pose 


1 1 1 1 1 
Un = — + | | Feed 
n n-c-Vl п-у2 п-43 n + уп 
Montrer que la suite (и„)һех=+ est convergente et calculer sa limite. 
Indication : Majorer (resp. minorer) и, par n + 1 fois le plus grand (resp. petit) des n + 1 termes. 


Exercice 3.11. Montrer que pour tout nombre réel х, y on a l'inégalité 
11-11 S 2-4 


Utiliser cette inégalité pour montrer que si une suite (u,) tend vers l, alors la suite ([и„|) tend 
vers ||. Est-ce que la réciproque est vraie? 


| Fi рош п> 1. 


Exercice 3.12. On introduit la suite u, = 1 + 5 | i "— 
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1. Montrer que la suite u, est strictement croissante. 


2. Montrer par récurrence sur l'entier k l'inégalité suivante 


Шок > — 
22 


3. En déduire que la suite и, tend vers +oo. 


Exercice 3.13. Soit (u,),ew une suite dont les suites extraites uo, et u2,:1 convergent vers les 
limites respectives lı et l5. 

a) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur lı et 5 pour que и, converge. 

b) On suppose que la suite extraite из, converge aussi vers une limite Їз. Montrer que l = l3, puis 
lə = l3. En déduire que и, converge. 


Exercice 3.14. Calculs de racines carrées. Soit a € IR**. On considère la suite (un)nen définie 
par : 


1 а 
uo € Eu. Un+1 = = (un + ei xs 
2 u 


et on note (v,),ew la suite définie par : v, = пима. 


1. Montrer que, pour tout entier n, v441 = 02. 
2. Calculer о, en fonction de vo et montrer que |vo| < 1. En déduire que v, converge vers 0. 
3. Exprimer un en fonction de v, et montrer que lim un = va. 


4. Calculer les trois premiers termes de la suite, pour ug = 1 et a = 2. 


Exercice 3.15. Soit и, la suite définie par ug = a et 


1+ 10,2 
Un+1 = 2 ; 
a) Tracer le graphe de la fonction f(x) = Lo et trouver les points d'intersection du graphe avec 


la droite d'équation y = x. 
b) Montrer que 
(1) si |a| > 1, alors un tend vers +оо. 
(ii) si |a| € 1, alors un converge vers 1. 
Indication : On montrera que la suite u, est croissante et que la seule limite possible est 1. 


Exercice 3.16. Soit (u,) la suite définie par 
и =1 Ипа = \/ и? + — 


1. Montrer que (un) est croissante. 


2. Montrer que pour tout n > 1 опа 


Un+1 < Un Ne 2n' 


En déduire un majorant de и„. 
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3. 
4. 


Montrer que la suite (u,) converge. 


Trouver sa limite. 


Exercice 3.17. Pour chacun des énoncés suivants dire s'il est vrai ou faux. On justifiera chaque 
fois la réponse. 


1. 


zl, E OX ШЫ „Оза Po 


ne suite converge si et seulement si elle est bornée. 


ne suite réelle croissante et majorée converge. 


ne suite réelle convergeant vers 1 par valeurs inférieures est croissante. 


U 
U 
Une suite réelle non majorée tend vers +оо. 
U 
U 


ne suite réelle positive qui tend vers 0 est décroissante à partir d’un certain rang. 
La suite (a,) converge vers 0 si et seulement si la suite (la,|) converge vers 0. 


Soient deux suites (un) et (Un) avec Un = Un+1 — Un. Alors (u,) converge si et seulement si 
(Un) converge vers 0. 


Exercice 3.18. Que peut-on dire de la somme de deux suites convergentes? de deux suites 
divergentes ? d'une suite convergente et d'une suite divergente ? 
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Chapitre 4 


Fonctions d'une variable réelle 


4.1 Limite et continuité 


Définition 4.1.1 Soient А une partie de R et f : А — IR une fonction. 
On appelle А le domaine de définition de la fonction f. 
On dit que f est 
- minorée s’il existe m € R tel que pour tout x € A on a f(x) > m. 
- majorée s’il existe M ER tel que pour tout x € A on a f(x) € M. 
- bornée si f est majorée et minorée. 
Si f est majorée, on appelle borne supérieure de f le nombre réel 


sup f = sup{f(x) | x € Aj. 


On définit de même la borne inférieure. 

On dit que f admet un maximum en a € A si f(a) est le maximum de la partie f(A) = 
Ux) | z e Aj. 

On dit que f admet un maximum local en a € A s’il existe un intervalle ouvert I contenant a 
tel que f(a) soit le maximum de f (Af I). 

On définit de méme la notion de minimum et de minimum local. 

Un extremum (local) est un maximum (local) ou un minimum (local). 


Ces définitions ne sont que des généralisations des mémes notions vues dans le cas des suites. 


Remarque. 
Une fonction bornée possède toujours une borne supérieure et une borne inférieure mais pas 
forcément un maximum et un minimum. 


Exemples. 


1. Soit f :]0,1| — R définie par f(x) = x. Alors f est bornée. On a suppıpf = 1, mais 
maxjo,[ f n'existe pas. 
On аш ол f = 0, mais шіщо ц f n'existe pas. 


2. Une fonction peut admettre un maximum en plusieurs points. Ainsi f(x) = sin ж admet un 
maximum en les points x = 5 + 2kT avec k € Z. 


Dans la suite on prendra comme domaine de définition A des intervalles de la forme 


— A=]x,yl, ix, al, Le, y], ou [x, y] avec x < y. On notera alors A = fz, y]. 


— А = |—оо,х] ou |-oo, z|. On notera alors A = ]—oo, 2]. 
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- A = |z, tool ou ]x,+oo[. On notera alors À = [x, +оо[. 
- А = J-oo, +оо[ alors À = |]—oo, +оо[. 
On dit que A est l'adhérence de A. 


On généralise la notion de limite d'une suite (u,) quand n tend vers +оо à la limite d'une 
fonction f(x) quand x tend vers a. 


Définition 4.1.2 (limite d'une fonction) Soient A un intervalle et А son adhérence. Soient 
f: A — К une fonction et a € A. 


1. On dit que f admet comme limite en a si 


Ve>0 do»0telqueVx € A,[— а) < a = f(x) - e| < = 


On note tn. f(x) = £. 


2. On dit que f(x) tend vers +оо quand x tend vers a si 


VK cR. да> 0 tel que Vx € A, |y — a| < a => f(x) > K 


On note lim; — f(x) = +оо. 


3. On dit que f admet L comme limite quand x tend vers +œ si 


Ve >0 HK tel que Vr € A,x > K = |f(zx)-t|«e 


On note lim, sss f(x) = £. 


4. On dit que f tend vers +oo quand x tend vers +00 si 


VK ЯМ tel que Yx € A,x > M > f(x) > К 


On note Dm, f(x) = +оо 


On définit de méme lim, ,4,5 f(x) = —oo et lim, ,4 f(x) = —оо. 


Exemples. 
1. Soient A = ]0, 1[, a = 1€ A et f(x) = x. Alors lim, л f(x) 


2. Soient A = ]0, 1[, a = 0 € A et f(x) = $. Alors lim,_, Ын 
3. Soient А = |0, 1, a = 0€ A et f(x) = Y Alors bm, a f(x) = 

4. Soient A = |—oo, +oo[ et f(x) = e *. Alors lim; үс f(x) = 0. 
5. Soient А = |—oo, +оо[ et f(x) = x. Alors lim, сс f(x) = +оо. 


Proposition 4.1.1 Si f admet une limite en a, cette limite est unique. 


Démonstration. La démonstration est identique à celle donnée pour les suites. On procéde par 
l'absurde en supposant que f admet deux limites £ et V avec £ < /' en a. On prend € = C. Il 


existe alors о > 0 tel que |z — a| < а implique que | f(x) — /| < £ et ol > 0 tel que [x — a| < о 
implique que |f(x) — | < e. On a V — £ 2 W — f(x) + f(x) — £| < |? — f(z)| + |f(x) — 0 par 
l'inégalité triangulaire. Si |2 — a| < min(a, a’), on obtient D — £ < 224, се qui est absurde. 8 


Définition 4.1.3 (continuité) Soient f : A — IR une fonction et a € A. On dit que f est 
continue en a si f admet f(a) comme limite en a. Autrement dit 


Ve >0 do»0telque Vx € А, |x — a| < a = |f(x) — f(a)| < e. 


On dit que f est continue sur a si f est continue en tout point de a. 


4.2. PROPRIÉTÉS DE LA LIMITE D'UNE FONCTION A] 


Exemples. 
1. Les fonctions exponentielles et trigonométriques sont continues sur leurs domaines de définition. 


2. Soit E(x) le plus grand entier < x. C'est la partie entière de x. On montre que la fonction 
E : R —> Z C R est continue sur R \ Z. 


Définition 4.1.4 (Prolongement par continuité) Soient f : A — R une fonction continue et 
9: B — К avec А C B. On dit que g est un prolongement par continuité de f ai 


1. g est un prolongement de f (c'est-à-dire que g(x) = f(x) pour tout x € A). 


2. g est continue en tout point de B. 


Exemple. 
Prenons A = ]0, 1] et B = [0,1]. Soit f(x) = иг, Alors la fonction g définie par : 


(dye 1 sir-—0 
9 B яаж sinon 


est un prolongement par continuité de f. 


4.2 Propriétés de la limite d'une fonction 
Les propriétés des limites de suites se généralisent facilement au cas des fonctions. 


Proposition 4.2.1 Soient f : A > R et g : B — R deux fonctions. 


1. Si f admet une limite £ епа € R, alors il existe un intervalle ouvert I contenant a tel que 
f soit bornée sur AN I. Si f admet une limite Ё quand x tend vers Loo alors il existe un 
intervalle I = |b, --oo| tel que f soit bornée sur AN T. 


2. Silim, f(x) = 0 et sig est bornée sur un intervalle ouvert contenant a alors lim, .4 f (z)g(x) = 
0. 


3. Si f et g ont une limite dans IR quand x tend vers a, alors 


lim Die + 0(®)) = lim f(x) + lim (т) 


za za 


et 
lim (f(z)g(x)) = (lim f(z))(lim g(z)) 


4. Si f ne s'annule pas sur A, et 
(a) si lim, f(x) = £E R \ {0}, alors 


l 1 1 
im —— = = 
а) 
(b) si Dm, |f(x)| = +оо, alors 
lim —— = 0 
aa f(x) 


(c) si Dm, f(x) = 0 et si f(x) > 0 sur un intervalle ouvert contenant a, alors 


lim —— = +оо. 
za 


f(x) 
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5. Si f(x) € g(x) sur un intervalle ouvert contenant a alors 


lim f(x) € lim g(z). 
б. (gendarmes) Si f(x) < glx) € h(x) sur un intervalle ouvert contenant a et silim, — (2) = 
ln, sehr) = £ alors ms = £. 


Démonstration. Les démonstrations sont les mêmes que dans le cas des suites. Démontrons 
par exemple le théorème des gendarmes. Fixons € > 0. Alors il existe о > 0 tel que [x — a| < а 
implique | f(x) — £| < =, d'ou L— € < f(x). De même il existe a’ > 0 tel que |z — a| < ol implique 
h(x) — £| < e, d’où h(x) < L+ =. Donc si |x — a| < min(a, a’) alors l— € < g(x) <{+E. E 


Proposition 4.2.2 (Composée de deux fonctions continues) Soient deux fonctions f : À — 
R etg: B—R avec f(A) C B. Si f est continue en a € А et si g est continue en b = f(a) € В, 
alors la composée g o f est continue en a. 


Démonstration. Fixons = > 0. Оп veut [g(f(x)) — g(f(a))| < =. Comme g est continue en 
b = f(a) il existe a > 0 tel que |f(x) — f(a)| < o implique |g(f(z)) — g(b)| < =. Comme f est 
continue en a il existe д > 0 tel que |x — a| < 8 implique |f(z) — f(a)| <a. в 


Proposition 4.2.3 (Critère séquentiel de continuité) Soient une fonction f : A — R et 
a € А. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes. 


1. f est continue en a. 


2. pour toute suite (un) à valeurs dans A telle que ид, Un = a on om, оо flun) = f(a). 


Démonstration. Supposons f continue en a. Fixons € > 0. Alors il existe o > 0 tel que 
[x — al < a implique |f(x) — f(a)| < e. 

Comme (u,) tend vers a, il existe un entier N tel que si n > N alors [и„ — a| < o. Mais alors 
|f (иһ) — f(a)| < e. Donc la suite (f(u,)) a pour limite f(a). 

Pour montrer la réciproque, nous allons prouver la contraposée : en supposant que f n'est pas 
continue en a il s'agit de trouver une suite (un) qui converge vers a et telle que lim, f(un) # 
f(a). 


Dire que f n'est pas continue en a est la négation de lim, ад f(x) = f(a), c'est-à-dire 


non(Ve > 0, Зо »0,Vxe An]a—o,a-o| |f(x) — f(a)| < ә) 


qui équivaut à 


(+) Je > 0,Va > 0,35 є ANnla-a,a+al |f(z) – f(a)| ze 


On a le droit de choisir а. Prenons par exemple o = + avec n Є N. La relation (ж) implique 
alors qu'il existe и, € An |а — à, a + al tel que |f(u,) — f (a)| > €. 

Alors Ju, — a| < d, donc (un) tend vers a et comme |f(u,) — f(a)| > € la suite (f(un)) ne 
tend pas vers f(a). E 


4.3 Propriétés des fonctions continues 


Théoréme 4.3.1 (théoréme des valeurs intermédiaires) 
Soit |: |a, b] — R une fonction continue telle que f(a) < f(b). Alors pour tout y € | (a), f(b)] A 
existe x € [а, N tel que 


f(x) = v. 
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Démonstration. On va définir par récurrence deux suites (a,) et (bn). On commence par ар = а 
et bo = b. Supposons a, et b, construits. 
Si f (22292) > y, оп pose 


лы = An 
b — аһ ББ 
n4-1 i 2 . 
51 f(e) < y, on pose 
— Qnd-bn 
аһ+1 = 2 
( баа — Un: 


On va montrer que pour tout n on а 


(+) f(a«) € y € (bn) 
Au rang n — 0 la relation (*) équivaut à f(a) € y € f(b), qui est l'hypothése. 


Supposons que (*) est vraie au rang n. On distingue deux cas. 
= si f (22252) > y alors 


An + bn 
2 


Ман) = Flan) € v € ft ) = Аы) 


= si (9412) < y alors 


An + bn 
2 


fan) = /( ) < y < f(bn) = (bu) 


D'où (ж) ам rang n + 1. 
Par définition de a, et de b, on voit que an < bn, que la suite (an) est croissante et que la suite 
(bn) est décroissante. Enfin on a 


An — Dn _ _ b-a 
oa" ouni" 


балл — An+1 = 


Donc la suite (b, — an) tend vers 0. 

On a donc deux suites adjacentes. D'aprés la proposition 3.3.1 elles convergent vers la méme 
limite. Appelons x cette limite. 

Vérifions que x € |а, b]. En effet on a a = ag € an € z € b, € bo = b. 

Vérifions que f(x) = y. Comme f est continue sur [a,b], elle est continue en x et donc 
Dm, f (a4) = f(x) et lim, сс f(b,) = f(x). Mais par la propriété (ж) on a flan) € y € f(b,). 
Finalement par le théorème des gendarmes (proposition 3.2.8) on obtient f(x) = y. E 


Théorème 4.3.2 Soit f : [a,b] — R une application continue sur un segment. Alors f а un 
maximum et un minimum sur |a, 0]. 


Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour le maximum (pour le minimum, on prend 
— f à la place de f). 

Montrons d'abord par l'absurde que f est majorée. Supposons que f n'est pas majorée. Cela 
implique que pour tout entier n il existe un réel x Є (0,0| tel que f(x) > n. Appelons x, cet 
élément. On a donc une suite (£n) à valeurs dans le segment |a, b]. Par le théorème de Bolzano- 
Weierstrass (théorème 3.3.1), on peut extraire une sous-suite convergente (yn) de la suite (£n). On 
obtient ainsi une application strictement croissante  : N — N telle que y, = (л). Donc 


Ду.) = T otu)) > р(п) 2n, 


Lvoir définition 1.2.3 
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ce qui implique que la suite (f(y,)) tend vers --оо. 

Notons £ = lim, о Yn. Comme f est continue on a Шил, ос f(y4) = f(£), ce qui contredit 
Dm, f (Yn) = +оо. Donc f est majorée et supr, ы f existe. 

Soit M cette borne supérieure. Il suffit alors de montrer qu'il existe x € [a, b] tel que f(x) = M. 

Soit n un entier. Par définition de la borne supérieure, M — эк n'est pas un majorant des 
valeurs de f, donc il existe x, € |а, 0] tel que 


1 


On a donc une suite (x,) dans [a, b]. Par le théorème de Bolzano-Weierstrass (théorème 3.3.1), il 
existe une sous-suite convergente (yn) de (£n) avec y, = Ху Ой Ф: N — N est une application 
strictement croissante. Soit x la limite de la suite (y,). On a les inégalités 


1 1 
М - 5. < М – здау < Р) < M. 


Par le théorème des gendarmes (proposition 3.2.8) on conclut que la suite (f(y,)) tend vers M. 
Comme f est continue, on a aussi Їл, f (Yn) = f(x). Finalement on obtient f(x) = M. в 
4.4 Fonctions dérivables 
Soient f : А — R une fonction et a € A. 


Définition 4.4.1 On dit que f est dérivable en a si la limite 
MEHORHO 


ra T— а 


existe (dans IR). On note f'(a) cette limite. 


Exemples. 


1. Soit f : R — R définie par f(x) = |v|. On vérifie facilement que f est continue sur R. On a 


тү ш NE UIN 
z—0 £ = 0 æ—0 x 
æ>0 æ>0 

et б 
к s dU) RNC ш 
z—0 m 0 т-0 тү 
2<0 2<0 


Donc f n'est pas dérivable en 0. Par contre f est dérivable en tout point а Æ 0. 


2. Les fonctions classiques 
— trigonométriques : sin, cos, tan,... 
- polynomiales : az? + bz + с,... 
— exponentielles : e* 
— rationnelles : 2945... 
с2+а? 
sont dérivables sur leurs domaines de définition. 


Interprétation géométrique. 
La dérivée f'(a) de f en a donne la pente de la tangente au point (a, f(a)) au graphe de f. 
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Proposition 4.4.1 Soient f: A > R et a € A. Si f est dérivable en a, alors f est continue en 
а. 


Démonstration. Soit Ё = lim,_,, Ў) а) Comme la fonction x est continue en a, on a lim, ,4(z— 


zx—a 


a) = 0. D'où en utilisant la propriété des limites par rapport au produit (proposition 4.2.1(3)) 


Fe) fee) 


= (53-58) int 000 


rand - f(a) = fe 


za za 


2-0. 1-0 r—a 


Donc lim, ,, f(x) = f(a) et f est bien continue en а. 


Remarque. 


1. La réciproque n'est pas toujours vraie, comme le prouve l'exemple f(x) = |x| en x = 0. 


2. Il existe méme des fonctions continues qui ne sont dérivables en aucun point de leur domaine 
de définition. 


Proposition 4.4.2 Soit f : A — R une fonction admettant un extremum local en a. Si f est 
dérivable en a, alors f'(a) — 0. 


Démonstration. Supposons que l'extremum est un maximum (le cas du minimum se traite en 
remplaçant f par — f). Alors par définition il existe un intervalle ouvert / contenant a tel que 
pour tout x € IN A on a f(x) < f(a). 

Sir»a,onaz-—a > 0 её f(x) — fla) < 0, donc дыш < 0 et par passage à la limite 
(proposition 4.2.1(5)) on obtient f'(a) < 0. 

Sir«a,onaz-—a-«0et f(x) — fla) € 0, donc f) fa) > 0 et par passage à la limite 
(proposition 4.2.1(5)) on obtient f'(a) > 0. 

En combinant les deux inégalités on obtient f'(a) = 0. 8 


Remarque. 


La réciproque n'est pas toujours vraie. Si f(x) = 1°, on a f'(0) = 0, mais 0 n'est pas un 


extremum local. 
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Définition 4.4.2 (fonction dérivée) Si f : А К est dérivable en tout point de A, alors f est 
dérivable sur A et on définit sa fonction dérivée f' par 


Г:А- R 
т кә f'(x). 


Proposition 4.4.3 1. Si f et g sont deux fonctions dérivables sur A, alors f + g et fg sont 
dérivables sur A et 


(f+g)=f+g et (fg!—f'a- fg. 


H 


i est dérivable sur A et 


2. Si f ne s'annule pas sur A, alors 


Démonstration. 1. Le cas de l'addition résulte facilement du résultat concernant l'addition des 
limites. 
Pour le produit, on écrit 


f(x)g(z) — f(a)g(a) = (f(x) — f(a))g(x) + f(a)(g(x) — g(a)). 


On divise par (x — a) et on passe à la limite quand x tend vers a ce qui donne le résultat grâce 
aux propriétés des limites de produit et de sommes (proposition 4.2.1). De plus on sait que g(x) 
tend vers g(a) par la continuité de g. 

2. Pour l'inverse, on écrit : 


( 1 1 ) 1 _ (@)—/(а) 1 1 
Tel f(À/z-a т-а  f(x)f(a) 
qui a un sens pour |x — a| assez petit. 


Quand x tend vers a, f(x) tend vers f(a), car f est continue. On obtient alors la formule 
désirée. E 


Proposition 4.4.4 (Dérivée de la composée de deux fonctions) 

Soient f : A > R et g : B — R deux fonctions telles que f(A) C В (pour tout x € A on 
a f(x) € B). Si f est dérivable en a € A et g est dérivable en f(a) € B, alors la composée 
gof:A—R est dérivable en a et 


(g o f) (a) = g GF (a))-f (a) 
Démonstration. (simplifiée) Soit a € A. Par définition de la dérivée, on a 


(go Р) (а) = lim 29 —9U (2) 


ra Т а 


On suppose pour simplifier qu'il existe un intervalle ouvert / contenant a tel que f(x) 7: f(a) 
pour tout x € (I N A) \ {a}. On peut écrire alors : 


s gui) aU) _ caf) 90/08) f) — f) 
za r—a тэа  f(x)— fla ^ x-a 
TO ais, fir) — fa) 
2-а  f(z)— fla) en т-а 
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Le premier facteur est la composée des fonctions 


gly) = g(f (a)) 
у= fla) ` 


Comme f est continue, f(x) tend vers f(a). Comme g est dérivable en f(a), on a 


"Dt Tal. _, 
et eau SEH 


£> f(z) et y ^ 


En composant, on trouve 


D'où la formule dela proposition. в 


Proposition 4.4.5 (Dérivée de la fonction réciproque) Soit f : A —^ B C R une fonction 
continue. On suppose qu'il existe une fonction réciproque g : B — A, c'est-à-dire que 


g(f(x))=x Vre A её  f(g(y)) =y Vv € B. 


Si f est dérivable en a et si f'(a) 7:0, alors g est dérivable en f(a) et on a 


Démonstration. On admet l'existence de g'(f(a)). On dérive la formule g(f(r)) = x. En appli- 
quant la proposition qui donne la dérivée de la composée (proposition 4.4.4) on obtient 


1 = (go f(a) = g'(F(a)) f'(a). 


D'où la formule dela proposition. q 


4.5 Propriétés des fonctions dérivables 


Théorème 4.5.1 (théorème de Rolle) Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur |a, b] et 
dérivable sur |a, b| telle que f(a) = f(b). Alors il existe c € Ja, b| tel que f'(c) = 0. 


Démonstration. Comme f est continue sur un segment, f admet un maximum et un minimum 
d’après le théorème 4.3.2. Soit М = max, f et m = шїп] f. 

Si m + f(a) ou M 55 f(a) il existe un c € Ja, b| tel que f possède un extremum en c. On sait 
alors que f'(c) = 0 d'aprés la proposition 4.4.2. 

Sinon on a m = f(a) = f(b) et M = f(a) = f(b). Donc f est constante sur [a,b] et f'(c) = 0 
pour tout c Є a,b|. E 


Théorème 4.5.2 (théorème des accroissements finis) 
Soit f : [a,b] — R une fonction continue, dérivable sur |a, b|. Alors il existe c € |а, | tel que 


IN — Га) 
b-a ` 


f(e) = 
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Démonstration. On introduit la fonction auxiliaire 


ELO) 


ylz) = f(z) — f(a) — (x а) — 


On a (а) = (b) = 0. La fonction ọ est continue sur (0,0| et dérivable sur Ja, b|. D’après le 
théorème de Rolle (théorème 4.5.1), il existe c € Ja, b[ tel que w'(c) = 0. Comme 


e) = ra) HHC 10. 


on obtient bien la formule annoncée en posant y = c. в 


Proposition 4.5.1 Soit f : A — R une fonction dérivable sur l'intervalle A. Alors : 


1. f est constante si et seulement si f'(x) — 0 pour tout x € A. 


2. f est croissante (resp. décroissante) si et seulement si f'(x) > 0 (resp. f'(x) € 0) pour tout 
LEA. 


3. Si f'(x) > 0 (resp. f'(x) < 0) pour tout x € A, alors f est strictement croissante (resp. 
décroissante). 


Démonstration. 


1. Si f est constante, sa dérivée est nulle. Réciproquement, soient a,b € A avec a < b. On 
applique le théoréme des accroissements finis (théoréme 4.5.2) à la fonction f sur le segment 
[a, b] : il existe un c € |a, b[ tel que 


F(b) — f(a) = f'(c)(b — а). 


Comme f’ est nulle, on obtient f(b) = f(a). Par conséquent f est constante. 

2. Si f est croissante, on a f(x) > f(a) pour x > a et alors (f(x) — f(a))/(x — a) > 0. De 
méme si z « a, on f(x) € f(a) et (f(x) — f(a))/(x —a) 2 0. Comme les inégalités passent 
à la limite, en faisant tendre x vers a on voit que f'(a) > 0. 
Réciproquement, on procède comme dans la première partie : on obtient f(b) — f(a) = 
f'(c)(b— a). Donc f(b) — f(a) 20516 aet f(b) — f(a) € 0 si b < a. Donc f est croissante. 
On traite le cas f décroissante en remplaçant f par — f. 


3. pareil que pour 2 sauf qu'on a des inégalités strictes. 
Remarque. 


La réciproque de З n'est pas vraie. En effet, la fonction f(x) = 2° est strictement croissante, 
mais sa dérivée f'(x) = 3x? s'annule en т = 0. 


4.6 Application aux suites réelles 


Théorème 4.6.1 (théorème du point fixe) Soit f : А — R une fonction dérivable. Supposons 
qu'il existe un point fixe ( € A pour f, c'est-à-dire un point Ё tel que 


et qu'il existe un intervalle I = [L — а, {+ a] et un réel À < 1 tels que pour tout x € I 


|F Œ) € А. 
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Alors la suite (и„) définie par ug € I et la formule de récurrence 
Un+1 = f(Un) 
converge vers £. 


Démonstration. On pose v, = и, — £. Il suffit de montrer que (v,) tend vers 0. 

Montrons d'abord par récurrence que и, € I pour tout n. Par hypothèse ио € I. Supposons 
Un € I. Alors si l'on applique le théorème des accroissements finis (théorème 4.5.2) à la fonction f 
et à l'intervalle (ил, £| si un € £ (ou bien [£, un] si un > £) on obtient qu'il existe c € Jun, /| tel que 


рүе) = Lun) = FD nu 


Un = L Чу 
La dernière égalité résulte de /(иһ) = u441 et f(£) = £. Comme Jun, 4 С I on sait que |f'(c)| < 
À « 1. D'où 


| аа | « X. (8) 


nl" 
Comme À < 1, on obtient |v,,1| < |v,], ce qui implique que иі € I. 
En itérant l'inégalité (ж), on trouve 
Il € Alv] € An, As: € ol. 


Comme 0 < A < 1, la suite (А") tend vers 0. Par conséquent la suite (v,) tend aussi vers 0. в 


Remarque. 
Si de plus la fonction dérivée f’ est continue, alors la condition |f'(£)| < 1 implique l'existence 
d'un intervalle Г = |l — a, l + a] tel que pour tout x € I on a |f'(z)| € À « 1. 


Exemple. 
Prenons f(x) = 1 + 1. Soit / = 1+у® le nombre d'or, c'est-à-dire le réel positif satisfaisant 
l'équation (? = £ + 1, qui est équivalente à £ = f(£). Donc l est un point fixe. 


On a f'(x) = – 5, donc |f'(x)| < 1 pour x > 1. Ainsi on peut prendre comme intervalle 
I = |L- 3,0 + 5]. Le théorème du point fixe implique alors que la suite définie par ua € Г et 
Un+1 = 1 + + converge vers £. 


d 


иу U? ио 
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4.1 Exercices 


Exercice 4.1. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ? Pour chacune d'elles, écrire une démonstration 
ou bien trouver un contre-exemple. 


1.51] 10, +oo[— К est une fonction strictement décroissante alors 
ling (0; 

2. Si f : [a,b] — К est une fonction continue et si f(x) Z 0 pour tout x € |a, 5], alors il existe 
un réel m > 0 tel que f(x) > m pour tout x € [a,b] ou bien f(x) € —m pour tout x € |а, 0]. 


З. П n'existe pas d'application continue bijective de R sur | — 1, 1. 


4. П n'existe pas d'application continue surjective de de R sur IR \ {0}. 


5. La fonction 
1 1 


SS 


définit une bijection de (0, 1| sur 


6. Il existe une application continue bijective de [0, 1| sur (0, 1]. 


Exercice 4.2. Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = 25 — 5x + 1. Étudier les variations 
de f et en déduire que l'équation x? — 5x + 1 = 0 a trois solutions réelles. 


Exercice 4.3. Montrer que l'équation 


x? cos x + xsinx +1 = 0 


admet au moins une solution dans R. 


Exercice 4.4. Soit f : [0,7/2| R la fonction définie par f(x) = tan x — x. 


1. Étudier les variations de f 

2. Montrer que f définit une bijection de (0,7//2| sur [0, +оо]. 

З. Soit n un entier positif ou nul. Montrer quil existe un unique réel x, € (0,7/2| tel que 
tan 1, = To +N. 


4. Calculer la limite de la suite (xn). 


Exercice 4.5. Montrer que la fonction 


dex 
1+ |z| 


est une bijection continue et strictement croissante de R sur | — 1, 1. 


Exercice 4.6. Étudier les extremums de la fonction f définie par 


où n est un nombre naturel. 


Exercice 4.7. Étudier les suites (un) qui vérifient pour tout n > 0 


1 


SE 4 rusa 


Exercice 4.8. Calculer la fonction dérivée des fonctions suivantes : 
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1. fi : [1, -oo[ — R définie pour x > 1 par /1(2) = (22 + 1)у13 – 1, 
— 193 

2. f»: |0, -oo[— R définie pour x > 0 par falx) = T 

3. fs: IR — R définie pour ж ER par f3(x) = 4/cos?(x) +1, 

4. fa: — 7/2, /2| — R définie pour —7/2 < x < п/2 par 


Tau) E tan (a) — tan(x) + 2, 


5. fs : IR — R définie pour т € R par f5(x) = In(x + V2? +1). 


Exercice 4.9. Pour tout entier n > 1, on définit f, : [0,1] — R par 
fal) 4 оа 


1. Montrer que fn est strictement croissante et qu'il existe un unique réel x, € (0, 1/2| tel que 
Jas dos mi). 

2. Montrer que pour tout т € [0,1], on f(x) > fn+1(x). En déduire que la suite (£n) est 
convergente. 


З. Montrer que la suite (x?) tend vers 0. En déduire la limite de (x,). 


Exercice 4.10. Étudier la continuité, la dérivabilité et la continuité de la dérivée pour les appli- 
cations de IR dans К suivantes : 


11215541 EL 
2. 
Е xsin À si x #0, 
= {а si slk 
3. 


z^sini si 250 
у= z 1 
fe) t si 2-0. 


Exercice 4.11. Soit f une fonction réelle non négative et la fonction F définie par 
F(x) = Cf(x) 
où C est une constante telle que C > 0. Montrer que F et f ont les mêmes points d'extremum. 


Exercice 4.12. Montrer 


Л 


1 3r<2sinxr+tanx рош 26(0,5|, 
2. D S e(r — 2), pour x€ [0,7], 


Be от <ln(1+x)<zx pour  6Є|-1,400 


Exercice 4.13. Pour n > 2, on définit f, : IR —R par f(x) = x — cos «а 
т 
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1. Montrer que f, est strictement croissante ; en déduire qu'il existe un unique réel £, tel que 


Zn = cos —. Montrer que та €]0, 1. 
n 


. En déduire que la suite (£n) est 


x 
2. Montrer que рош tout x Є|0,1[, on a cos — < cos 
. 1 n п +1 
strictement croissante. 


З. Montrer que (xn) converge vers 1. 


Exercice 4.14. Soit f :]0, 4-oo| la fonction définie par f(x) = 2212 — т +1. 
1. Étudier les variations de f. 
2. Calculer la limite de f(x) quand x tend vers 0 et quand x tend vers 4-oo. 


3. Montrer que l'équation f(x) — 0 a 2 solutions et que la plus petite est dans l'intervalle (0, 1|. 


Exercice 4.15. Trouvez des intervalles sur lesquels f(x) = x? — 3x + 1 a une racine et une seule. 


Exercice 4.16. Soit f(x) = 2(zx? — 2 — 1)! — z? + x. Calculer et factorisrz f'(x) sans développer f. 
En déduire le signe de f’. Trouver des intervalles sur lesquels f(x) = 0 a une racine et une seule. 


Exercice 4.17. On pose 


Calculer P'(r). Étudier l'équation P,(x) = 0 pour n < 4. En déduire une hypothèse de 
récurrence pour les racines de P,(x) = 0. Conclusion. 


Exercice 4.18. Étudier l'équation sinz = lng. On pourra étudier f(x) = sing — In sur les 
intervalles (0, 1], [1, 7/2], [pi/2, e], (6, +оо. 


Exercice 4.19. Etudier l'équation cos x = In x. Donner un encadrement de la (des) solution(s). 
Exercice 4.20. Discuter suivant A les solutions de cos 3x + 1 — ЗА cos x = 0. 
Exercice 4.21. Soit f une fonction continue sur |a, 4-oo|, dérivable sur |a, --00|, et telle que 


Аа) = lim f(x). 


т- +оо 
Montrez qu'il existe au moins un réel c Є Ja, 4-oo| tel que f'(c) = 0. 


Exercice 4.22. Peut-on appliquer le théoréme de Rolle aux fonctions suivantes ? Le cas échéant, 
calculer le point c tel que f'(c) — 0. 


1. f(x) 22?— 2x —3 sur [-1,3], 

Dufour. [0,1], 

de 2x6 sur |-2,3]. 
Exercice 4.23. Soit 


+ №) = f(x) +hf{(x)+...+ T Ies + 0h), 
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où 0 < 0 < 1. Soit f^^" 5 0. Montrer que 


lim 0 = | 
h—0 n +1 


Exercice 4.24. Soit f(x) = cos x. 
1) Montrer que f admet un unique point fixe noté £ dans (0, 1]. 
2) Montrer qu'il existe À < 1 tel que 


1 1 
EE Е t < 
Ух € [ AOE 


3) Soit ug € [£ — 1,0 + 5], on construit la suite GS par récurrence ` Un+1 = f(u4). Montrer 


que lim и, = £. 
n— +оо 


4)Que se passe-t-il si uo = 0? 


Exercice 4.25. Soit P un polynóme de degré impair, à coefficients réels. Démontrer que P admet 
au moins un zéro sur R. 


Exercice 4.26. Soit f : [a,b] — R* une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b|. Montrer 
qu'il existe с Є|а, b| tel que 


f(b) 


On considèrera la fonction g = In( f). 


Exercice 4.27. Soit f : [a,b] —^ Ri une fonction deux fois dérivable sur Ja, b[. Montrer 


Va €]a, 5 im AE ES cuf) 


= fiel 


Exercice 4.28. On considère la fonction f définie sur R par 


0) Mentionner pourquoi f est C^? sur R* et tracer la fonction. f est-elle continue en 0? 
1) Démontrer par récurrence sur n € N la propriété 


VneN VreR f(x) = Ө! 


ой P, est un polynóme. 
3) En déduire que f est C^? sur R. 
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Chapitre 5 


Développements limités 


5.1 Comparaison de fonctions 


On commence par définir les notions permettant de comparer deux fonctions, qui sont analogues 
à celles introduites pour les suites (définition 3.4.1). 


Définition 5.1.1 (équivalent, négligeable, dominé) 
Soient f,g : А — R deux fonctions, a € А et I un intervalle ouvert contenant a et contenu dans 
А. On suppose que g(x) #0 six € IN {a}. On dit que f est 


- dominée par g au voisinage de a si la fonction Та! est bornée au voisinage de а. On note 


f - O(g) (grand О). 
- négligeable devant g au voisinage de a si la fonction f tend vers 0 quand x tend vers a. 
On note f — o(g) (petit o). 


- équivalente à g au voisinage de a si la fonction an tend vers 1 quand x tend vers a. On 


note f ~ 9. 


5.2 Formules de Taylor 


Le but de ce chapitre est de montrer le théoréme de Taylor-Young qui permet d'approcher des 
fonctions quelconques par des fonctions polynómiales et de “contrôler” le terme d'erreur. 


Définition 5.2.1 (fonction de classe C") 

Soit А C IR un intervalle ou plus généralement une union d'intervalles. Pour tout entier n € N 
on définit С"(А) comme l'ensemble des fonctions f : А — R tel que f peut être dérivée n fois et 
sa dérivée n-ième, notée f™ , est continue. 


Remarques. 


du 


1. C?(A) est l'ensemble des fonctions continues de А dans 


2. On a une suite d'inclusions strictes 
CA) СО Дэ ССА) c С°(А). 
3. Si f € C"(A) on dit que f est de classe C". 
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4. On note C?*( A) l'intersection des C"(A) pour n € N, c'est-à-dire С°°( А) est l'ensemble des 
fonctions f : А — К admettant des dérivées de tout ordre. On dit qu'elles sont de classe 
СОР, 


Théorème 5.2.1 (formule de Taylor-Lagrange) Soient f € C"*!(I) et a,b € I avec a < b et 
[a, b] C I. Alors il existe c € Ja, b| tel que 


(b — а)? 


f(b) = f(a) + (b — a) (a) + — jOtay A (b— a)" 


n! 


fa) 
(b E get ая 
(n +1)! цав 


Remarque. 
Si n = 0 on retrouve le théorème des accroissements finis (théorème 4.5.2). 


Démonstration. On définit A par l'égalité 


(b — a)" 


n! 


(0-а)р t! 


(n +1)! 


CCE (a) RS / (a) = 


Comme dans la démonstration du théorème des accroissements finis, on introduit une fonction 
auxiliaire 
(b хэн SS) 
(n +1)! 


Comme f € C" (I), on a f? € C!(I), donc р € С1(Г). Le choix de A donne (а) = 0 et on 
а aussi q(b) = 0. On peut donc appliquer le théorème de Rolle (théorème 4.5.1) : il existe c € Ja, b| 
tel que (c) = 0. 

Calculons la dérivée de р. 


termes de o dérivée 
fC) 0 
— f(x) —f"(x) 
—(b— x) f(x) +7 (0) — (b — z)f"(x) 

ЭР? Б х)?! b— zz) цаа 
E 5 ) (P) (ar) I (P (a) — ( = ) f (9*9 (x) 
(б =жР uu Жоо (b — 2)" uis 

ое з же, 
| ETE pm) – ELT peg) 

(b— z)"" (b— xy 

(n +1)! S n! s 


Dans la colonne de droite tous les termes sauf deux se simplifient, il reste 


gx) = CT (a c. prett, 
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Comme c Æ b, l'égalité Ф (с) = 0 donne /("+0(с) = A. Оп a donc obtenu la formule de 
Taylor. E 


Application. 
Prenons f(x) = созт. Alors f est dans C®(R), donc dans C"(R). 
Ecrivons la formule de Taylor au point a = 0 pour n = 6. On pose b = x > 0. Les dérivées de 
f sont : 


Pour tout x € R il existe c € J0, zl tel que : 


т" 
ЯГ 


1 
SCH + (0) 


lows. doa 
С082-01- p Tap E 


2 
Si on suppose que x € [0,7] on a f? = sint > 0 pour tout t € [0, т]. On en déduit que pour 


tout x € [0,7] 
l s doa. 1% 
ee | д^ = 


Les graphes de la fonction cosinus et de ses développements limités еп 0 d'ordre 3, 5 et 7 : 


4 T T T Т Т Т 


cos(x) ` 
1-x*x/2 


1-х*х/2+х*х*х*х/24 —— 
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Définition 5.2.2 (développement limité) 
Soient f: A — Ҝ eta € A. On dit que f admet un développement limité d'ordre n au voisinage 
de a s'il existe n + 1 réels bo, b1,...,b, tels que pour tout x € A 


( f(x) = bo + bi (x£ — a) + bo(x — a)? ------04(2-а)"--1(2) 
r(x) = o((x — a)") 
Remarque. 


1. Admettre un développement limité d’ordre 0 en а est équivalent à avoir une limite finie en 
а. 


2. Un développement limité d'ordre n est unique, s'il existe. 
Théorème 5.2.2 (formule de Taylor-Young) Soient f € C"(A) et a € A. Alors f admet un 
développement limité d'ordre n en a donné par 
(ж — a)” 


n! 


(z а)? 


f) = fla) + (e= а) (а) ziel 


f (a) + o((x — a)"). 


Démonstration. On a f € С"(А) = C(^-9*1(A). On peut appliquer la formule de Taylor- 
Lagrange à l'ordre n — 1 à f avec x à la place de b. On suppose ісі que x > a. 


fi») = (a) + (ea) ++ EET pay 20 осу, 
avec c € Ja, x. Écrivons le dernier terme sous la forme 
GE pio) - ЁС ӨЛ po) + ET (peo) - pa) 
Il suffit donc de montrer que 
(z — a)" 


c'est-à-dire que 


Cela résulte de la continuité de f? au point a. в 


Application. 

1. Trouver le développement limité d'ordre n en 0 de f : |- 1, 1| — R définie par f(x) = т^ 

Il suffit de calculer les dérivées successives. Оп а 

feret Yn € N. 
donc f^(0) = k! et 
1 TL 
rs » gt + о(2"). 
k=0 

2. Trouver le développement limité d'ordre n en 0 de f(x) = e”. Pour tout k € N on a 


f (x) = е", donc f? (0) = 1. D'où 


p >ы tot ). 
k=0 
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5.3 Calcul de développements limités 
Proposition 5.3.1 (somme et produit de développements limités) Soient f etg deux fonc- 


tions admettant des développements limités d'ordre п en a alors f + g et fg admettent des 
développements limités d'ordre n en a. Plus précisément si 


fx) = 9 a(z — a)" +o((x — a)") 


et 
ail = D be а) alte ay") 
alors ii 
был = Уо hs — a elle — a)") 
(Fa) = > (Y: 25 (s — a + o((x — a") 


Démonstration. L'assertion concernant l'addition est évidente. 

Pour le produit on multiplie les polynómes en (2 — a) venant de f et g en négligeant les termes 
de degré > n qui sont des o((x — a)"). Pour calculer le produit des polynómes on commence par 
calculer le terme contant, puis le coefficient de (x — a) puis celui de (x — a)?,... 


(fg)(x) = agbo + (agb; + a1bo)(x == а) | (4005 Ба1014 a2bo)(x - а)? +. 


En pratique, on а un formulaire qui donne les développements limités des fonctions usuelles 
en 0 et on calcule le développement limité d’une fonction f(x) au voisinage de a de la manière 
suivante. 


1. On se ramène au point 0 par translation, c'est-à-dire en posant r — а = и, de sorte que и 
tend vers 0 quand x tend vers a. Ainsi le développement limité en 0 de la fonction 


g(u) = f(u + a) 


correspond au développement limité en a de la fonction f. 


2. On utilise les formules donnant le développement limité d'une somme, d'un produit et d'une 
composée de fonctions usuelles. 


Proposition 5.3.2 (composition de développements limités) Soient f et g deux fonctions 
ayant des développements limités d'ordre n en 0. On suppose que g(0) — 0. Alors f o g a un 
développement d'ordre n en 0 qui s'obtient en remplaçant dans le développement de f la variable 
x par le développement de д et en négligeant les termes de degré > n. 


Exemple. 


Calcul du développement limité de ez? 


en 0 à l'ordre 3. On a 


42 
cosy = 1 — à + o(z?). 
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On a cos0 = 1 Æ 0. Mais on peut écrire cosz = 1 + u(x) avec u(0) = 0. Alors eme = е1) = 
ee"). On а 


e=1+u+ | + о(и?). 
j wore 
Comme u(r) — = + o(x?), u? va commencer par х* et оп peut donc négliger toutes les 
puissances и“ pour k > 2. Finalement, il reste 


r? 
є°%® = e(1 — A + o(z?). 

Proposition 5.3.3 (développement limité de la fonction inverse) Soient f et g deux fonc- 

tions admettant des développements limités à l'ordre n en 0. 51 g(0) 5:0, la fonction £ admet un 

développement limité à l'ordre n en 0. 


Démonstration. Il suffit par la propriété multiplicative (proposition 5.3.1) des développements 
limités de montrer que + a un développement limité à l'ordre n en 0. Ecrivons le développement 


limité de g à l'ordre n en 0 


glx) = bo + SS Ььх* + о(2") 


k=1 

avec бо = 0.Alors 

B. 1 Е 1 2101 
g(s) bot 985 b o(z") — bo(1-- Уру л --0(29) (01-14 

avec и = UD En SE + o(x?). 

On sait que (voir application 2 de la formule de Taylor-Young) 

: =1+u+u+...+u" + olu”). 
1-4 


21 
1—и` 


Par composition on a un développement limité d'ordre n de la fonction 
est donc démontrée. q 


La proposition 


Exemple. 
Calcul du développement limité de tan x = sinz en 0 à l'ordre 5. 
On а 
12 ЖЕ. 2 
ша =s- + 155 TF 0(2 ) 
et КӨТ 
cosy = 1 — + 27 + o(x?). 
П suffit d'avoir le développement à l'ordre 5 de +. 
On a i i 


ТЭС um 5 
avec u = E — $4 + o(z?). 
On a aussi i 
=1+и+ и? ru и + и? + о(и?). 


1-1 
Comme le premier terme (par ordre croissant des puissances de x) du développement limité 
de u est en z?, le premier terme du développement limité de u? est en x^. Celui de u* est en zô, 


donc négligeable à l'ordre 5, ainsi que celui de u?. En d'autres mots u* = o(x°) et и? = o(x?). 
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Il reste donc 


et apres simplification 
Я " 2? Р 2x5 AE 
ang = t +> + +olr’). 
3 15 


5.4 Exercices 


Exercice 5.1. 1) Ecrire les développements limités еп x = 0 à l'ordre indiqué entre parenthèses 
des expressions suivantes : 


x l+tanx 


sin x tan 2 (3), ж (4), emer (5), 


(4) 


2) Trouver lorsque x tend vers 0 les limites des expressions suivantes, si elles existent : 


1 – tan xz 


e"—e* ab” без CN sin(a 4- z) — sin(a — x) 


(o 20) 


sin x cos(a + x) — cos(a — x) 
3) Trouver la limite lorsque x tend vers 1 de 


e 1 
е-е 2-1 


4) Prolonger par continuité en 0 la fonction 


7:1-т,я| - R 
2 1 


> -s — 
ds sin? x 1—cos x 


Exercice 5.2. Encore quelques développements limités 

1) Donner un développement limité à l’ordre 5 en zéro des fonctions suivantes : 

f(x) = 108(1 + е"), g(x) =log(i+sinx), h(x) = у1+ 23 

2) Donner un développement limité à l'ordre 5 de x — tan x en zéro : 

e d'abord en utilisant la définition de tan, et les DL de sin et cos 

e ensuite en utilisant la relation (tan) = 1 + tan?, en intégrant successivement l'équivalent : 


бап ~(z—0) T 


3) Déterminer les limites suivantes : 


li z(cosz — 1) + tan x — sin x l vVr+1— yz 
im , lim 
2—0 x? sin x + tan g — x zoo Y1 + z2 — V3 + x? 


le 
Exercice 5.3. Trouver la limite : lim pul 
20 (1 — ет)? 


62 


CHAPITRE 5. DÉVELOPPEMENTS LIMITÉS 


Chapitre 6 


Fonctions classiques 


6.1 Fonctions bijectives 


Définition 6.1.1 Soient À et B deux intervalles de 


R de longueur finie ou infinie. Soit f : А — B 


une fonction. 
On dit que f est 


- injective si pour tout 1,72 € A l'égalité f(x) = f(x2) implique x4 = то. Autrement dit 


pour tout y € B l'équation f(x) = y a au plus 
- surjective si pour tout y € B il existe x € A tel 
l’équation f(x) = y a au moins une solution. 


une solution. 
que f(x) = y. Autrement dit pour tout y € В 


— bijective si f est injective et surjective. Autrement dit pour tout y € B l'équation f(x) = y 


à exactement une solution. 


Exemples. 


1. La fonction sin : [0,27] — [—1, 1] est surjective, mais n'est pas injective car sin 0 = sin t = 


sin 27 = 0. 


2. La fonction f : [71,1] — [0,1] définie par f(x) = т? est surjective, mais n'est pas injective 


car f(-x) = f(x). 


3. La fonction sin : | | ^ [71,1] est bijective 


S 
2) 

LT 
2) 


DIS NIA 


4. La fonction sin : | 


Proposition 6.1.1 Soient Г un intervalle et f : I — 
suivantes sont équivalentes. 


1. La fonction f : I — f(1) est bijective. 


2. La fonction f est strictement monotone. 


— R est injective, mais n'est pas surjective. 


R une fonction continue. Alors les propriétés 


Démonstration. Supposons f strictement croissante. Il suffit de montrer que f est injective. 
Soient ту Z То, alors жу Za par exemple. Donc f (zi) < f(x2) et en particulier /(21) Z f(x»). 


Nous admettons la réciproque. в 


6.2 Logarithme et exponentiel 


Définition 6.2.1 Pour x > 0, on définit 


le 


eT 
EEN - dt. 
1 Ё 
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On appelle la fonction ln le logarithme népérien. 


On a In'(x) = 1 et par conséquent In'(r) > 0 pour z > 0. Donc d’après la proposition 4.5.1 
la fonction [n est strictement croissante sur l'intervalle ]0, +оо[. D’après la proposition 6.1.1 la 
fonction In est donc une bijection de (0,-нос| sur son image /(]0, +оо[). Il reste à déterminer 
lim; ,oIn(x) et lim, о ln(x). On procède en deux étapes. 


Proposition 6.2.1 Pour tout x,y € ]0, -оо[ on a l'égalité 
In(zy) = ln(x) + In(y). 


Démonstration. Fixons y et considérons la fonction f(x) = In(xy). Par la formule (proposition 
4.4.4) qui donne la dérivée d’une application composée on а 


On remarque que f et In ont la même dérivée 2. Donc il existe une constante с € К telle que 
f(z)—]n(x) = c. En prenant x = 1 on trouve с = ln(y), carlnn1 20. 8 


Proposition 6.2.2 On a les limites 


lim In(z) = +оо et lim ln(x) = —oo. 


Démonstration. Montrons d'abord la première. On remarque que la fonction t к> 1 est décroissante 
sur 10, +оо[. Donc pour un entier n > 1 


NL censi (+) 
- in ; * 
t n+l е 
Soit [x] la partie entière de т. En utilisant l'inégalité (*) et еп décomposant l'intégrale on 
obtient 
eu Pdt ра Pl dt Га 
шб) = pdt = | | " f ал: 
1 À 1 € 2 t []|—1 t [т] t 
2 3 [x] 
о аа 
1 2 2 З [z]-1 [x] 
БЕ ШЕ (1 
23 “1 | 
Montrons que la suite 
en de à 
Me Ї 3 Ї Ї n 
tend vers +оо quand n tend vers +оо. 
On écrit 
1 1.2 1] 1 4 1 1 8 
НЭЭЛЭЭ | > ==; НТЭГТЛНЭ 
z 2 5 8 8 16 16 
1 1 1 Que 
| [каше > = 
9n—1 +1 2n-1 e) 9n = 9n 
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On obtient ces inégalités en minorant les 27771 termes par le plus petit d'entre eux, c'est-à-dire эк. 
Ainsi uz 2 5. 

Comme la suite un est strictement croissante, on en déduit que lim, , Un = +00. Et comme 
In(r) > ща on obtient Dm, (2) = +оо. 

En posant y — 1 dans l'égalité In(rzy) = Inx + Iny, on obtient In(i) = —]n(x). D'où 
lim,_oln(r) = —oo. Ё 


On conclut que la fonction logarithme donne une bijection 


In : ]0, +оо[ > R. 


On définit l'exponentielle exp : К — 0, +оо[ comme la fonction réciproque du logarithme 
népérien, c'est-à-dire exp(In х) = x et In(exp y) = y pour tout x € ]0, +oo! et y € 


Ge 


Proposition 6.2.3 Pour tout x,y € R on a l'égalité 


exp(z + y) = exp(x) - exp(y). 


Démonstration. Comme In est bijectif, il existe u,v € ]0,+oo tels que Inu = x et Inv = y. 
D’après la proposition 6.2.1 on sait que In(uv) = Inu + Inv = x + y. En prenant l'exponentielle 
des deux côtés on obtient uv = exp(In(uv)) = exp(x + y). Or u = exp(In(u)) et v exp(In(v)). D'où 
la formule. 


Proposition 6.2.4 Pour tout x ER ona 


exp'(x) = ехр(х). 


Démonstration. On sait dériver une fonction réciproque (proposition 4.4.5). La formule donne 
ici avec g — exp et f — In 


On pose x = Ina, ce qui est équivalente à a = ехр(х). Comme f'(a) = À, on obtient g'(x) = exp z. 


' a 
6.3 Développements limités 


Les fonctions exp(x) et In(1 + x) ont des développements limités en 0 à l’ordre n qui sont 
donnés par : 


Пел" x" А 
ехр(х) = 1 4- x4 2 Eres РОН) 
4 2 3 4 
17223270 x" 
In(1 = т | = DEE (11H n 
„бр SE er, (= элеги") 
Les fonctions exp(x) et ln(x) sont de classe C® sur R et |0, 4-oo| respectivement. 
Remarques. 


1. On montrera dans le cours d'analyse 2 que exp(x) est la limite des polynómes de degré n 
qui donnent les développements limités, c'est-à-dire que pour tout x € IR 


2 3 n 
£ £ 
epa) = lm (125 | Fe 2 
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2. En itérant la formule exp(x + y) = ехр(2) exp(y) avec y = x on trouve 
exp(nz) = (exp(x))" Yn € N. 


Soit a > 0. En posant x = In(a), on obtient exp(nIna) = [exp(In а)|” = a", ce qui permet 
de définir les fonctions g(x) = a” par 


a^ = exp(x na). 


6.4 Fonctions trigonométriques 


On considére le cercle C de centre О et de rayon 1. Soit M un point de C. Si on appelle т 
—— 
l'angle de Ox avec OM, les coordonnées cartésiennes de M sont (cos х, sin x). 


Нь? 
P 


On donne quelques propriétés des fonctions sinus et cosinus. 
1. Le théorème de Pythagore donne cos? x + sin? т = 1. 
2. Les fonctions sinus et cosinus sont périodiques de période 27. 


3. Les fonctions sinus et cosinus sont de classe C^? et 
m / . 
sin' — cos cos' — — sin 


4. Les fonctions sin : [-2, 5|] — [—1,1] et cos : [0,7] — [-1,1] sont des bijections. Leurs 
fonctions réciproques sont appelées Arc sinus et Arc cosinus : 


7T T 


arcsin ` [-1,1] ^ pi arccos : [-1, 1] — [0,7]. 
Par la proposition 4.4.5 donnant la dérivée de la fonction réciproque on obtient 
Es 1 ; 1 
arcsin'(r) = ———— arccos (2) = — 


V1 —:?' 41-22 
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5. On en déduit la relation pour tout x € |-1, 1| 
; T 
arcsin(z) + arccos(z) = 2 
6. Si z € C, on montre dans la cours d'analyse 2 que 


І 2 2 gn 
Jim (164 2*3 em) 


existe. On définit exp z comme cette limite. On a la formule de Moivre 


e” = созт + i sin x. 
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Chapitre 7 


Corrigé des exercices 


Exercice 6.1. On a un ~ (2)". Donc и, tend vers 0 si а < —3 ou si a > 3. La suite и, est 
constante pour a = 3. Si 0 < a < 3, la suite tend vers +оо. Si —3 < a < 0, la suite n'a pas de 
limite. La réponse est donc a « —3 ou 3 € a. 


Exercice 6.2. Un développement limité du numérateur en 0 à l'ordre 2 donne 1 — cos x ~ 22 Un 
développement limité de e” en 0 à l'ordre 1 donne 1 — e” ~ —x. D'oà 


Exercice 6.3. 
1. On a pour tout entier n > 1 
Ua = Un + 2n' 
Donc и? < и? 44 €t puisque ces nombres sont positifs, on a и, < u,41. La suite est croissante 
et Un > 1 pour tout n. 


2. Calculons 


mig A "uy à d Die... dto Зэн 
Un 2-5 — u = | Un ухан ний {03 71 = Ї 72) = T . 
2n ши 2n 2n 2n An m 2n 4" 


Cette quantité est donc > 0 puisque и, 2 1. 


En itérant cette inégalité on obtient 


< + ыг < + 22 CSS | : | : | ! 
Usi] € Un Xu < Un_2 + | | 
+1 on 1 9n-1 ! 9n 27 9n-2 ! 9n-1 ' gn 
zd 2 2 2n 


1 

2n+1 — 1 
SC = 2(1- na) 
2 


La suite (u,) est donc majorée par 2. 
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З. La suite (u,) est croissante et majorée donc elle est convergente. 


4. En itérant on obtient 


1 1 1 1 1 1 
2 2 —€—Á _ 2 = 
Un+1 Un Ton — Uni 9n-1 | on Un_2 | дтг-2 | 9n—1 | on 
= u? | 1 | 1 | | 1 
13 T 22 T T on 
Ce dernier terme est égal à 
1 
ш 2n+1 
1 
dmm 
2 


qui tend vers 2. Donc la suite (и?) tend vers 2 et comme un > 0, la limite de la suite (ил) 


est V2. 


Exercice 6.4. 

Le logarithme n'est défini que pour x > 0. Soit f(x) = In — cos x. Cette fonction est dérivable 
pour ж > 0. On a f'(x) = 1 + sin х. On sait que le logarithme est croissant, que lne = 1 et que 
|cosz| € 1. On en déduit que f(x) > 0 pour z > е. 

On sait que 2 < e < 3 < п, donc f'(x) > 0 pour 0 < x € e. On a aussi f(1) < 0. 

On a f(e) = 1 — cose > 0. Le théoréme des valeurs intermédiaires dit alors que f a un zéro et 


un seul entre 1 et e et même entre 1 et 7/2 car созт est négatif pour 7/2 < x < е. 


Exercice 6.5. 
Si k est un entier tel que 1 € k < n on a par la croissance du logarithme : 0 = In1 € Ink € Inn. 
On en déduit que chaque terme de la somme vérifie : 


1 1 1 
< < 
n+lnn  п+ШшЁ т 
Comme u, est la somme de n termes, on a 


nm 
< Un S 


313 
! 
Kach 


n--Inn 
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On a 
n 1 


шт 1+1" 


et on sait d’après le cours que mn tend vers 0 quand n tend vers --оо. Donc = a pour limite 
1 et par le théorème des gendarmes la suite (un) converge et a pour limite 1. 


Exercice 6.6. 


« :42 
1. sin gz tan z = 982-7, Or 


COS T 3 
TENES 3 
ша =r- z + o(x°), 
donc 
sin? т = z? + o(z?) 
et 3 
cos = 1 + o(z?) 
donc А : 
Spp. o(a?). 
СО8 X 2 
Finalement : 
sin x tan x = 1? + o(x°). 
2 2 3 4 5 
c c c c 
жырын эче зл чш + o(x°), 
й Шш ka lg 
donc 
T дэвэн -— 
т нэ т т? x3 x нэ 
S DES purto 
шаш рел ас quer her. Jit е 
Б 2 6 24-190. U i 
1 1 
pit 2 _ 4 4 
27127 — 70° +9) 
8. 
e — Зет? + zer + o(x°) 
8 10 
1 + 2x + 22? + A | 37. - o(x*) 


Exercice 6.7. 


1. 
e — e” = 1+2 (1-х) +о(2) = 22 + о(х) 


sing = т +о(х) 


donc 
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2. 
а — b? = eina) — CO) — 1 E. пт (а) — (1 + xin(b)) + o(x)) 
x(In(a) — In(b)) + o(x). 
Donc 
а? m e cv 
зоон In(a) — In(b) + o(1) — In(a) — In(b). 

3. 

sin(a + ж) = sina + x cosa + o(x) 

sin(a — x) = sina — x cosa + o(x) 

cos(a + x) = cos a — z sin a + o(x) 

cos(a — x) = cos a + z sina + o(x) 

Donc 
sin(a + 2) — sin(a — x) 2x cos о + o(x) cosa -Fo(l) о 
2 ЭР - ——= —cotan ao. 
cos(a + x) — cos(a — x) —2xsina+o(x) -зша-0(1) 
Exercice 6.8. 
Quand x & 1: 
е + e(z — 1) + “(x — 1) + o((z — 1)?) 
Donc 
2 Їл 1 1 
Ceu eem ES de A 
1 1 


Exercice 6.9. 


| 27 1 
sinz re To ) 
donc 
4 
sin? x = z?— E + о(а°) 
et 


2 2 1 2 x? 
sin? 2 т? Ё Эх 2 d: a) SN 3 o(x )) 


r? x’ 


EES : 
COS X 7 Бэрт) 


donc 


d'oü 


2 1 27° 


8ш22 l—cosx 2314 
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